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Soluções Computacionais
JSS Volume 41 Statistical Software for State Space Methods (Commandeur,
Koopman, and Ooms, 2011).

BATS: escrito na década de 90 (Pole, West, and Harrison, 1994).

R:

dlm: inferência frequentista e Bayesiana (Gibbs e ARMS).
bsts: inferência Bayesiana via MCMC, com implementações em C++.
KFAS: algoritmos de Kalman (filter, smooth) para modelos da família
exponencial.
bssm: inferência Bayesiana para modelos não-lineares e não-
gaussianos.

Ox: SsfPack escrito em C por Siem Jan Koopman.

SAS:

SAS/ETS: procedures SSM, STATESPACE e UCM. Implementações
baseadas no livro de Harvey (1989).
SAS/IML: subroutines KALDFS e KALDFF. Implementações baseadas
em Jong (1991).
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Modelos de espaço de estados
Os modelos definidos em West and Harrison (1997) são também
conhecidos como modelos de espaço de estados.

Seguindo Harvey (1989) e Durbin and Koopman (2001):

Equação de observação:

Equação de transição:

Informação inicial:

sendo que  e  são conhecidos.

 em geral é a matriz identidade.

Durbin and Koopman (2001) discutem abordagens para inicializar os
algoritmos de Kalman (filter e smooth) quando  e  são desconhecidos.

yt = Ztαt + ϵt, ϵt ∼ N(0, Ht)

αt+1 = Ttαt + Rtηt ηt ∼ N(0, Qt)

α1 ∼ N(a1, P1)

a1 P1

Rt
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Notação

Durbin e Koopman (2001) West e Harrison (1997)

αt θt

Zt F ⊤
t

ϵt vt

Ht Vt

Tt Gt+1

Rtηt wt+1

Rt, Qt Wt+1(= RtQtR
⊤
t )

at at

Pt Rt

at∣t mt

Pt∣t Ct
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bsts
Introduzido por Steven L. Scott quando trabalhava no Google.
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https://sites.google.com/view/stevethebayesian/


bsts

y  <- my_data$ResponseVariable
ss <- AddLocalLinearTrend(
  state.specification = list(), 
  y = y
) 
ss <- AddSeasonal(
  state.specification = ss,
  y = y,
  nseasons = 7
)
model <- bsts(
  formula = y ~ .,
  state.specification = ss, 
  niter = 1000, 
  data = my.data
) 
plot(model)
predict(model, horizon = 7)
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bsts
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Componentes de tendência
Local linear trend:

Semilocal linear trend:

em que  é um parâmetro inclinação de longo prazo.

Assumindo as seguintes prioris:

: normal

: normal truncada. Se for truncada em  a inclinação exibe
variação estacionária de curto prazo em torno da inclinação .

μt+1 = μt + δt + ϵt, ϵt ∼ N(0, σ2
μ)

δt+1 = δt + ηt, ηt ∼ N(0, σ2
δ
)

μt+1 = μt + δt + ϵt, ϵt ∼ N(0, σ2
μ)

δt+1 = D + ϕ(δt − D) + ηt, ηt ∼ N(0, σ2
δ
)

D

D

ϕ (−1, 1)
D
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Componentes de sazonalidade
Factor seasonal:

em que  é o número de sazonalidades e  representa a sazonalidade
conjunta.

Trigonometric Seasonal:

em que ,  e  são termos independentes com .

γt+1 = −
S

∑
s=2

γt−s + ϵt, ϵt ∼ N(0, σ2
γ)

S γt

γj,t+1 = γjt cos(λj) + γ∗
jt

sin(λj) + ωjt,

γ∗
j,t+1 = −γjt sin(λj) + γ∗

jt
cos(λj) + ω∗

jt
, j = 1, … , [S/2],

λj =
2πj

S
ωjt ω∗

jt N(0, σ2
ω)
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Regressão dinâmica
Seja  covariáveis no tempo .

com .

Matricialmente têm-se:

.

.

.

.

xj,t, j = 1, … , p t

x⊤
t βt =

p

∑
j=1

xj,t βj,t

βj,t+1 = βj,t + ϵj,t

ϵj,t ∼ N(0, σ2
βj

)

Zt = xt

αt = βt

Tt = Ip×p

Qt = diag(σ2
βj

)
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Elicitação da priori
Seja  o conjunto de todos os parâmetros do modelo. Em geral,  contém
as variãncias.

Seja  a sequência completa dos parâmetros de estado.

No bsts a inferência Bayesiana é conduzida especificando uma priori
para  e 

Então, amostra-se de  via MCMC.

Detalhes podem-se ser encontrados em Durbin and Koopman (2002).

θ θ

α = (α1, … , αm)

p(θ) p(α0 ∣ θ)

p(α, θ ∣ y)
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Nível e sazonalidade
bsts utiliza a seguinte priori:

Interpretações:

 é uma estimativa a priori de .

 é um "peso" associada a estimativa a priori.

Default:

em que .

∼ Gamma( , )
1

σ2

v

2

s

2

s/v σ2

v

∼ Gamma (10−2, 10−2s2
y)

1

σ2

s2
y = ∑

t

(yt − ȳ)21

n − 1
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Regressão (spike-and-slab prior)
Seja , em que,  se  e  se .

Seja  os elementos diferentes de zero do vetor .

A priori spike-and-slab é definida por

A distribuição marginal  é conhecida como "spike", e em geral supõe-
se que:

Valores de  podem ser especificados conforme o número esperado de
preditores, , i.e., .

τ = (τ1, … , τp) τk = 1 βk ≠ 0 τk = 0 βk = 0

βτ β

p(β, τ, σ2
ϵ ) = p(τ) p(σ2

ϵ ∣ τ) p(βτ ∣ τ, σ2
ϵ )

p(τ)

p(τ) =
p

∏
j=1

π
τj

j
(1 − πj)

1−τj

πj

M πj = M/p
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Regressão (spike-and-slab prior)
Seja  uma matriz simétrica e  denotando a matriz 
corespondente a .

As distribuições prioris para  e  são expressas via
conjugação normal-inversa Gamma.

Especificações dos parâmetros da priori:

, sendo  é uma espécie de coeficiente de

determinação esperado da regressão, sendo que  o default
do bsts.

Para  utiliza-se uma adaptação da Zellner’s g-prior, ou seja,

em que  é interpretado como  observações valiosas de informação e  o
peso dado a diagonal de . Valores default são  e .

Ω−1 Ω−1
τ Ω−1

τk = 1

p(σ2
ϵ ∣ τ) p(βτ ∣ τ, σ2

ϵ )

βτ ∣ σ2
ϵ ∼ N (bτ , σ2

ϵ [Ω−1
τ ]

−1) , ∣ τ ∼ Gamma( , )
1

σ2
ϵ

vϵ

2

sϵ

2

sϵ = vϵ (1 − R2)s2
y R2

R2 = 0.5

Ω−1

Ω−1 = [wX⊤X + (1 − w) diag(X⊤X)]
g

n

g g w
X⊤X g = 1 w = 1/2 18 / 40



Inferência via MCMC
1. Simule do espaço de estado  a partir de  utilizando

algoritmo proposto por Durbin and Koopman (2002).

2. Simule .

3. Simule  e  de uma cadeia de Markov com distribuição estacionária 
.

O bsts implementa as simulações em C++, proporcionando maior
eficiência computacional (Scott and Varian, 2014).

α p(α ∣ y, θ, β, σ2
ϵ )

θ ∼ p(θ ∣ α, y, β, σ2
ϵ )

β σ2
ϵ

p(β, σ2
ϵ ∣ α, y, θ)
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Inferência CausalInferência Causal
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Inferência Causal
O que aconteria se não houvesse determinado evento?

Como medir o efeito desse evento?

Randomized experiment: caro, difícil e muitas vezes impraticável!

Exemplos:

Qual a eficácia de determinada publicidade? (marketing).

Qual o impacto de determinada lei? (politica).

Qual a eficiência de uma intervenção pedagógica? (educação).

Problema: estimar o efeito causal na ausência de um experimento
randomizado.
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CausalImpact
Pacote desenvolvido por Brodersen, Gallusser, Koehler, Remy, and Scott
(2015), o carro-chefe é o pacote bsts.

O que o pacote faz?

Estima o efeito causal de uma intervenção em uma série temporal
utilizando modelos do bsts.

Como funciona?
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CausalImpact

pre.period <- c(1, 70)
post.period <- c(71, 100)
impact <- CausalImpact(data, pre.period, post.period)
summary(impact, "report")
plot(impact)
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CausalImpact
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AplicaçõesAplicações
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Campanha publicitária
Realizada por anunciantes do Google no Estado Unidos.

Objetivo: Inferir o efeito causal da campanha no número de vezes que
um usuário foi direcionado ao site do anunciante na página de resultados
de pesquisa do Google.

Aleatóriamente 95 das 190 áreas de marketing receberam os anúncios.

Variável resposta: número de cliques.

Covariáveis: número de cliques das campanhas não afetadas pelos
anúncios.

O modelo:

Nível local:  e .

Regressão estática: ,  e .

s/v = 0.1σy v = 32

M = 3 R2 = 0.8 vϵ = 50
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Campanha publicitária

27 / 40



SRAG
Síndrome Respiratória Aguda Grave (SRAG), no Brasil, se refere há uma
síndrome (conjunto de sintomas).

Indivíduo hospitalizado com:

Febre.

Tosse ou dor de garganta.

Dispneia ou saturação de  ou desconforto respiratório.

Indívíduo que evolui para óbito por SRAG independente de internação.

Por lei, SRAG tem notificação obrigatória.

O2 < 95%
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Dados
Pesquisadores da Fiocruz desenvolveram o sistema InfoGripe que
armazena dados de SRAG.

Desde 21/03/2020 o SARS-COV-2 entrou na lista de vírus que são testados.

Objetivo: inferir o efeito causal da pandemia do coronavirus no número
de óbitos por SRAG no estado do Paraná.
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http://127.0.0.1:3573/info.gripe.fiocruz.br


Dados
Consideramos os óbitos por SRAG no Paraná durante as semanas
epidemiológicas dos anos de 2015 a 2020.

Ano Semanas Óbitos Casos

2015 52 179 1950

2016 52 641 4915

2017 52 312 2978

2018 52 449 4659

2019 52 622 5581

2020 23 743 5254
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Dados
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Modelo
O período de 2015 a 2019 foi utilizado como "pré-intervenção" no sentido
de que não houve pandemia (mesmo sabendo que 2016 tivemos H1N1).

O modelo considerado consiste em uma componente de tendência mais
sazonalidade via Fourier.

Seguindo a notação de West and Harrison (1997) temos:

.

, em que

Nesta análise , pois as observações são semanais.

θt = (θtT , θtS1 , ⋯ , θtS51)

Ft = (1, 1, 0, 1, 0, ⋯ , 1, 0)

Gt = block diag(1, G1, … , G51, −1)

Gj = [
cos λj sin λj

− sin λj cos λj

] , λj = , j = 1, … , [s/2]
2πj

s

s = 52
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Ajuste
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Ajuste - Medidas

Ano RMSE MDAE MAE

2015 0.199 0.163 0.163

2016 0.203 0.137 0.162

2017 0.246 0.137 0.185

2018 0.264 0.152 0.205

2019 0.247 0.152 0.189

Todos 0.233 0.151 0.181
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Ajuste - Resíduos
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Previsões
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Previsões

Semana Óbitos Predito Efeito

10 3 3.2 -0.2

11 15 6.5 8.5

12 54 11.4 42.6

13 55 10.5 44.5

14 80 9.9 70.1

15 64 17.9 46.1

16 54 17.3 36.7

17 67 22.7 44.3

18 46 11.0 35.0

19 47 23.9 23.1

20 49 24.0 25.0

21 54 22.3 31.7

22 56 25.6 30.4
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