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1 Definicoes Basicas

Nesta primeira parte do curso foi apresentado definicoes sobre eventos,
eventos aleatorios, algebra, o-algebra, axiomas de Kolmogorov, propriedades
de probabilidade, modelo probabilistico, espaco de probabilidade, probabili-
dade condicional, teorema da probabilidade composta, teorema da probabili-
dade total e independéncia.

Nos dois primeiros dias definimos dois experimentos aleatorios que foram
utilizados como exemplos para definicao intuitiva de espaco amostral, evento
e calculo de probabilidades. Uma revisao da notacdao de conjuntos para a
linguagem de eventos foi apresentada. Assim, vale lembrar que:

e AUB

ANB

o A°

e A C B: ocorréncia de A implica na ocorréncia de B;
e ANB =@: A e B sao mutuamente exclusivos;

e (AUB)*=A°NB°e (ANB) = A°UB°*

A seguinte definicao foi apresentada: um evento A qualquer a qual conse-
guimos atribuir probabilidade é chamado de evento aleatorio.

1.1 o-algebra

Uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao vazio 2 satisfazendo as
seguintes propriedades

Al Qe A

A2 Se A, € A entao A € A

o0

A3 Se A, €c Aparan=1,2,3,...,entao [J A, €A

=1
€ denominada de o-algebra de subconjuntos de ().
Considerando as propriedades A2 e A3 satisfeita e utilizando a leis de De-

Morgan € possivel mostrar que () 4; € A.
=1
Na sequéncia, dois exemplos de experimentos foram apresentados e defini-
¢coes de o-algebra foram discutidas.
Além disso, importante destacar que denotaremos 5 como sendo a c-algebra

de Borel na reta, isto €, B € a menor o-algebra contendo todos os intervalos.
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1.2 Construcao Axiomatica de Probabilidade (Kolmogorov)

Considerando a o-algebra A de eventos aleatorios. Vamos supor que a todo
A € A seja associado um numero real P(A), chamado de probabilidade de A,
de modo que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

1. P(A) > 0;

3. Se Ay, A, ... € A sao disjuntos entao

P (U An> =Y P(A,) (1)

i=1

O Axioma 3 € conhecido como c-aditividade. Quando temos uma uniao
finita, entao denominados o axioma 3 de Aditividade Finita.

Portanto uma funcao P definida na o-algebra A e satisfazendo os Axiomas
1,2 e 3 chama-se uma medida de probabilidade em .A.

Outro Axioma importante que decorre dos axiomas 1, 2 e 3 (para o caso
finito) € o seguinte

4. Se a sequéncia (4,),>1, onde A, € A decresce para o vazio, entao P(A,) —
0 quando n — oc.

Portanto para provar que P € uma probabilidade em um o-algebra A basta
verificar os axiomas 1,2 e 3 ou 1, 2, 3 (caso finito) e 4.
Algumas propriedades decorrentes dos axiomas de Kolmogorov sao:

P1. P(A°) = 1— P(A)
P2. 0< P(4) <1

-

P4. P ([]1 Ai> <3 P(4)

1

e
I

P5. P (f:jl Ai> < i P(A;)

P6. Continuidade de probabilidade:
Se A, 1 A entdao P(A,) 1 P(A)
Se A, | A entdao P(A,) | P(A).



Nesse ponto somos capazes de definir um modelo probabilistico e um
espaco de probabilidade.
O modelo probabilistico ¢ constituido dos seguintes elementos:

¢ O espaco amostral (2, isto €, o conjunto nao vazio de resultados possiveis
do experimento;

e Uma o-algebra A de eventos aleatorios;

e Uma probabilidade definida na o-algebra A

De forma redundante, mas com outras palavras, o espaco de probabili-
dade é um trio (2, A, P) em que

e () € um conjunto nao vazio;
e A € uma o-algebra de subconjuntos de €;

e P € uma probabilidade em A.

1.2.1 Probabilidade Condicional

Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, entao a
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(ANB)
P(B) -

A partir de (2) temos o Teorema da Multiplicacdo ou Teorema da Probabili-

P(A| B) = Ae€A. (2)
dade Composta diz que
e P(ANB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A| B), VA, B € A
L] P(AlﬁAzﬂAn):P(Al)P(Ag]Al)P(A3|A1ﬂA2)P(An|A1ﬂAn,1),
VA, Agyo o J AL EAY R =23 ...

O Teorema da Probabilidade Total diz que se uma sequencia (finita ou enu-
meravel) de eventos aleatorios A;, A, ... formam um particao do espaco amos-
tral 2 entao

P(B)=> P(A)P(B|A;),VB€B. (3)

A partir dos dois teoremas enunciados chegamos a formula de Bayes, isto
€, a probabilidade condicional de A; dado B.

P(A; N B) P(A;) P(B | A;)
PATB) = =50 = S P PB ] 4)

(4)



1.2.2 Independéncia

Dois eventos A e B sao estocastimente independentes se
P(ANB)= P(A) P(B) (5)

Deste fato decorre que os eventos AN B¢, A°N B e A°N B¢ também sao
independentes.

Generalizando 5 considere os eventos aleatorios A;,7 € I, sendo / um con-
junto de indices, eles serao independentes 2 a 2 (a pares) se

P(ANA;) = P(A) P(A), Vi, el i#] (6)

A independéncia a pares nao implica a independéncia coletiva. Dessa foram
temos uma terceira definicao.

Os eventos Aj, As, ..., A,(n > 2) sdo coletivamente ou estocastimente inde-
pendentes se

P(A;, NA;,N...NA;,)=P(A;) P(A;,) ... P(A;,,) (7)

Vi< <in<...<1%,<n,Vm=23,...,n.
Ou seja, se todas as combinacoes de eventos satisfazem a regra produto.



2 Variaveis Aleatorias e Funcoes de Distribuicoes

Uma variavel aleatoria X em um espaco de probabilidade (€2, A, P) € uma
funcao real definida no espaco (2 tal que o evento [X < z] :={w € Q: X(w) < x}
€ um evento aleatorio para todo = € R, ou seja, X : 2 — R € a variavel aleatoria
se [X < z] € A,Vz € R. Na linguagem da teoria da medida dizemos que X €&
uma funcao mensuravel a A.

Dessa definicao vemos que a variavel aleatéria mapeia o espaco amostral
() nos reais, isto €, fornece valores reais aos eventos do espaco amostral. Em
outras palavras a variavel aleatéria associa um numero real X (w) ao elemento
w e .

A funcao distribuicao da variavel aleatéria X, denotada por Fy ou F' € defi-
nida por

Fx(x) = P[X < z], z€eR (8)

As seguintes propriedades definem uma funcao de distribuicao

1. x <y — F(z) < F(y), isto é, F € nao decrescente.
2. Se x, | z entdo F(z,) | F(z), isto é, F' é continua a direita.

3. Se z,, | —oo entao F(x) | 0.
Se =, T +oo entao F(x) 1 1.
Logo, F(—o0) =0 e F(4+o00) = 1.

2.1 Tipos de Variaveis Aleatorias

Existem 4 tipos de variaveis aleatorias. As variaveis aleatorias discretas,
absolutamente continuas, mistas e singulares. Entretanto, as variaveis alea-
torias singulares nao possuem aplicac¢oes praticas no mundo, isto €, nenhum
fenomeno pode ser descrito por este tipo de variavel aleatéria (pelo menos
conforme meu pouco conhecimento).

1. Uma variavel aleatoria X é discreta se toma um numero finito ou enu-
meravel de valores, i. e., se existe um conjunto finito ou enumeravel
{z1,29,...} C R tal que X (w) € {z1,22,...}Vw € Q.

A funcao p(z;) = P(X = z;) € denominada de funcao de probabilidade de

X.
Neste caso, o evento [X <z|] = [J [X < ;] assim,
ix; <x
Fx(z)= ) P(X=uw)= ) plz) (9)
i <x i <x



2. Uma variavel aleatoria X é absolutamente continua se existe uma funcao
f(z) > 0 tal que

Fy(z) = /_ f6)dt, VreR. (10)

A funcao f(x) € denominada de funcao densidade. Neste caso Fx(z) €
absolutamente continua e f(z) = F'(x).

3. De grosso modo, uma variavel aleatoria do tipo mista se sua funcao de
distribuicao for uma mistura de variaveis discreta e continua.

2.2 Distribuicao de uma Variavel Aleatoria

Se X € variavel aleatoéria definida no espaco de probabilidade (2, A, P) entao
o evento
(X e B ={we: X(w) € B} (11)

é evento aleatoério para todo Boreliano, isto €, [X € B] € A, VB € B, em que B €
a o-algebra de Borel na reta.

A probabilidade Py, definida na o-algebra de Borel por Px(B) = P(X € B) é
chamada distribuicao de X.

1. Caso discreto:

Px(B)y= Y P(X=u1;), VBeB (12)
i:x,EB
2. Caso continuo:
Px(B) = / f(z)dz, VBeB (13)
B

Representacoes da distribuicao da variavel aleatoria X sao dadas por:
e Funcao de distribuicao F;

e Funcéao de densidade f(x) para caso absolutamente continuo;

e Funcao de probabilidade p(z;) para o caso discreto;

e Funcao caracteristica.

Se X tem densidade fx(z) entdoY =bX +c¢, com b > 0 e ¢ € R tem densidade
dada por

f) = Ix (ygc), yeR (14)

em que c € b sao chamados parametros de locacao e escala, respectivamente.
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Discutimos as seguintes distribuicoes: Normal, Gama, Binomial, Poisson e
Geomeétrica.

2.3 Vetores Aleatorios

Um vetor X = (X1, Xs,...,X,,) em que os elementos sao variaveis aleato-
rias definidas no mesmo espaco de probabilidade ({2, A, P) € denominado vetor
aleatorio (ou variavel aleatoria n-dimensional).

A funcao de distribuicao F = Fy, _ x, de um vetor aleatério X = (X,...,X,)

-----

€ definida por
F(x)=F(x1,...,2,) = P(Xy <a1,..., X, <z,) Y(x1,...,2,) €R" (15)

O vetor aleatorio X €é uma funcao definida no espaco amostral 2 assumindo
valores em R”, isto €, X : 2 — R".

As seguintes propriedades definem uma funcao de distribuicdo conjunta
das variaveis aleatorias X, Xo,..., X,:

1. Sex <y — F(x,z9,...,2,) < F(y,z9,...,2,), isto &, F' € ndo decrescente em
cada uma das variaveis.

2. Se y,, | r1 quando m — oo, entao F(ym,,xs,...,x,) 4 F(r1,29,...,2,), isto &,
I é continua a direita em cada uma das variaveis.

3. Para todo i,
lim F(xy,...,2,) =0

T;i—00
ou seja, F' € igual a zero quando uma das coordenadas vai para o infinito.
Pois, o evento [X; < ;] | @.

lim F(xy,...,x,) =1

Vi,2;—>00
ou seja, F' € igual a um quando todas coordenadas tendem ao o infinito.
Pois, o evento [X; < z;] T Q.

4. Para [ = (a,b] € g : R¥ — R define-se o operador de diferenca por:
Ak,lg(%‘; ce ;l’k) = g(xla sy L1, b) - 9(1‘17 sy L1, Cl)‘

Dessa forma, a quarta propriedade que caracteriza uma funcao de distri-
buicao conjunta é€:

Al,ll...Am[nF(xl,...,a:n)ZO, VIk:(ak,bk], k:zl,...,n.
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Analogamente ao caso univariado dizemos que o vetor aleatorio X = (X1, Xo, ...

1. Discreto se permite apenas um numero finito ou enumeravel de valores.

2. Continuo se existe uma funcao f(zy,...,z,) > 0 tal que

1 Tn
F(xl,...,xn):/ / Flt, )ty dby Y (31, 20) €RT (16)

a funcao f é denominada densidade conjunta do vetor aleatério X.

2.4 Distribuicao de um Vetor Aleatorio

Se X = (X1, Xs,...,X,) € um vetor aleatorio n-dimensional definido no es-
paco de probabilidade (2, A, P) entao o evento

(X € Bl ={weN: X(w) € B} (17)

€ evento aleatoério para todo Boreliano, isto €, [X € B] € A, VB € B", em que B
€ a o-algebra de Borel no R".

A probabilidade Py, definida em Borel B" por Px(B) = P(X € B) € denomi-
nada distribuicao do vetor X.

1. Caso discreto:

Px(B)= Y P(X=um), VYBeB" (18)
ix;EB
2. Caso continuo:
PX(B):/~~/ F@ o) day oz, VB € B (19)
B B
2.5 Independéncia
As variaveis aleatorias Xi,..., X, do vetor aleatorio X sao independentes,

se e somente se os eventos formados por qualquer grupo de variaveis distintas
forem independentes.
Portanto, as variaveis Xi, ..., X,, sdo coletivamente independentes se

n

P(X, € B, X2 € By, ..., X, € B,) = || P(Xi € By) (20)

=1



Dessa definicao decore que para todo familia de variaveis independentes
qualquer subfamilia é também formada por variaveis independentes.

Podemos ir além observando que as variaveis X, ..., X,, sao independentes
se sua funcao de distribuicao conjunta fatora e € o produto das funcao de
distribuicao individuais.

Assim, podemos postular dois critérios para identificar a independéncia de
variaveis aleatorias:

1. Se X,..., X, sao independentes entao

2. Reciprocamente, se existem funcao Fi, ... F, tais que

lim Fi(z) =1 Vi (21)

T—00

n

Fx,..x, (@1, ) = [[ Fix), Y(@,...,2,) €R"
=1

entao Xi,...,X, sao independentes e F; = Fx,, Vi=1,...,n.

Particularmente, no caso de um vetor aleatério continuo podemos definir
mais dois critérios:

1. Se Xi,...,X, sao independentes com densidades fx,,..., fx, entdo a fun-
cao

€ a densidade conjunta do vetor aleatorio X.

2. Reciprocamente, se X, ..., X, densidade conjunta satisfazendo
Fxrwxa = [ file), V(z1,...,2,) €R"
i=1

em que f;(x) >0e ffooo fi(x) =1, Vi entdo Xi,..., X, sdo independentes e f;
é a densidade de X;, Vi=1,...,n.



2.6 Distribuicao Marginal

Seja o vetor aleatorio X = (X3,...,X,,) entdo a distribuicao marginal de X;,
por exemplo, € caracterizada por:

1. Funcao de distribuicao, dada por:

Fx,(x1) = lim F(z1,29,...,2,) = F(21,00,...,00), Vi# 1.

T;—00

2. Funcao densidade de probabilidade, dada por:
fx1($1)=/ / flzy, @, ... zy) day .. day, (22)

2.7 Distribuigoes de Funcoes de Variaveis e Vetores Aleatdrios

Seja X = (Xi,...,X,) um vetor aleatério em (2, A, P) e Y = g(Xy,...,X,).
Para que Y seja uma variavel aleatdria, a funcao g deve ser mensuravel a
Borel, isto €,

g Y B)={(z1,...,7,) ER": g(z1,...,7,) € By €B", BeB.

Toda funcao que visualizamos € mensuravel a Borel.

Paray € R, seja B, = {(z1,...,2,) € R" : g(x1,...,2,) <y}. Entdo, g(X;,...,X,) <
y <= (Xi,...,X,) € B,. Portanto, a funcao de distribuicaode Y = ¢g(X;, ..., X,,)
€ dada por

FY(y) :P(ng) :P(g(X17"'7Xn) Sy) :P<(X17""Xn) EBy) :PXl ----- Xn(By)

Conhecendo a distribuicdo conjunta de X;,...,X,, podemos encontrar a
distribuicao de qualquer funcdo mensuravel das X;’s.

Transformacoes usuais entre variaveis aleatorias sao, por exemplo, soma e
produto. No primeiro, caso se X e Y tem densidade conjunta dada por fxy(z,y)
e Z =X +Y, entao a densidade de Z ¢ dada por

fZ(Z):/_OO fX,Y(Z—t,t)dtZ/_oo flt,z—1t)dt

Por outro lado, se X e Y sao independentes, com densidades f, e fx, entao
a densidade de Z, denominada de convolugdo, € definida por

fz(z) = /_OO Ix(z—1) fy(t)dt = /_OO Ix(t) fy(z —t)dt
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Um resultado importante da transformacao de variaveis aleatorias refere-se
a independéncia de funcao de variaveis aleatorias. Nestes casos, se X,..., X,
sao independentes entao funcoes de familias disjuntas das X;’s também sao
independentes.

2.8 Método do Jacobiano

O método do jacobiano € uma ferramenta do calculo para obter distribui-
coes de funcoes de variaveis aleatorias. Neste método suponhamos que Gy C R
e G C R sao regioes abertas e que a funcao g : Go— — G € bijetora entre G
e G. A regiao G, € o suporte da variavel ou vetor aleatério nao transformado,
enquanto que a regiao G o conjunto de chegada, ou seja, o dominio da variavel
ou vetor transformado. Assim, temos o seguinte

g(ajlv"'axn) = (gl<x1a"'7xn)7'"agn<x1a"'73771)) = (ylv"'ayn)

Como g € bijetora, entdo existe a funcao inversa h = g~! em G, tal que

1 =h1(Y1, s Yn)s s Tn = (Y1, -+, Yn)-

Vamos supor que as derivadas parciais

0
0y

existam e sejam continuas em G. Entao, o jacobiano J(z,y) € definido por

hl(yla-"ayn)a 1§Z7j§n

0

0
—h s Yn hi(yi, ...\ Yn
D1 1(y1, , Un) EI 1 Yn)
J(z,y) = det :
0 0
—ha(y1y oY) o =—— h (Y1, Un
o (Y1, Yn) 0. (Y1s-- -2 Yn)
Dessa forma, seja f a densidade conjunta das variaveis aleatoérias Xi,..., X,
definidas em Gy. Sejam Yi,...,Y, as variaveis transformadas de tal forma que

Y, =9:(Xy,...,X,),i=1,...,n. Entdo, a densidade conjunta de Y7,...,Y,, € dada
por

Sy )y e ) ()], y EG
S, yn) =
0, yé€G.
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3 Esperanca Matematica

Nesta secao discutimos inicialmente uma definicao para a integral de Sti-
eltjes que sera utilizada posteriormente para uma definicdo formal e geral da
esperanca de uma variavel aleatoria. Na sequéncia algumas propriedades da
esperanca sao apresentadas, tais como a linearidade e a desigualdade de Jen-
sen. Apresenta-se também a esperanca de funcoes de variaveis aleatorias,
sendo que uma atencao especial ¢ dada aos momentos. A esperanca de fun-
coes de vetores aleatorios € definida, permitindo assim detalhamento da da
esperanca do produto de variaveis aleatorias e da covariancia. Por fim, con-
cluimos o capitulo discutindo dois teoremas de convergéncia.

3.1 Integral de Stieltjes

Aqui apresento a definicao da integral de Stieltjes e algumas de suas pro-
priedades. Interessante observar que comecaremos definindo a integral de
Riemann-Stieltjes, no entanto o autor apresenta uma caso “trivial” onde a in-
tegral de Riemann-Stieltjes nao existe, assim define-se a integral de Lebesgue-
Stieltjes ou simplesmente Integral de Stieltjes que por ironia ou talvez excesso
de generalidades torna-se a integral de Riemann-Stieltjes.

3.1.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Seja ¢ uma funcao continua definida em [q, b] € F' uma funcao de distribui-
¢do. Sejam a = ;1 < T3 < ... < T,y = b, 0s pontos x; formam uma particao e
sua soma € max (x;1 — x;). A integral de Riemann-Stieltjes de ¢ em [a,b], com

relacdo a F' (ou ponderada por F) € o limite de “somas de Riemann” da forma

n

> oly) [Flri) = Fla)], (23)

=1
quando a norma da particao tende a zero, sendo que y; € um ponto arbitrario
de [l‘i, J]Z‘_H].
Sob as condic¢oes descritas tal limite existe, € finito e representamos por

| e apia) 24

sendo que ¢ € o integrando e F' € o integrador.

12



A integral de Riemann-Stieltjes sobre a reta € dada por

400 b
| e ir@ = tin_ [ plw)ar) 29
> b—+oo ¥ @

se o limite existe.

3.1.2 Integral de Lebesgue-Stieltjes

Com intuito de generalizar o generalizavel definiremos a integral de Lebesgue-
Stieltjes ou simplesmente a integral de Stieltjes.

Seja ¢ uma func¢ao real mensuravel no sentido discutido anteriormente. E
seja F' uma funcao de variacao limitada continua a direita, isto €, a diferenca
duas func¢oes monoétonas crescentes limitadas e continua a direita. A seguir
apresentamos a definicdo e algumas propriedades dessa linda integral.

1. Denotamos a integral de Stieltjes por

/ab p(x) dF (z) = /ab pdF

00 b
/godF = / pdF = Er_n pdF

o0 b—+oco @

2. Quando o integrando ¢ € continuo em [q, b] a integral de Stieltjes torna-se
a integral de Riemann-Stieltjes. Essa propriedade permite trabalharmos
efetivamente com a integral de Riemann-Stieltjes.

3. A diferenca de I’ sobre um intervalo € a integral da sua diferencial. Ou
seja,

/ dF(z) = F(b) — F(a)

4. A integral de Stieltjes € linear no integrando e no integrador.

Para ¢(x) = af(z) + Bg(x) temos

/godF:a/de+ﬂ/ng

Para H(z) = aF(z) + fG(z) temos

/¢dH:a/<de+6/godG.

Desde que as integrais estejam bem definidas e as somas tenham sentido.
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5. A integral de Stieltjes € aditiva, isto €,

/godF:/ <de+/ wdF.

6. Quando F € a funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria X discreta,
a integral de Stieltjes se reduz a uma série.

/sodF =" ola:) p(x;)

em que p(z;) = P(X =z;) >0e ) . p(z;) =1, ou seja, p(z;) € o salto de F
€m x;.

Para regioes de integracao com intervalo finito temos

/ pdF = 3" o) pla)

@ i:a<xz; <b

7. Quando F' € a funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria continua
com densidade f entdo dF(x) = f(x)dx. Logo,

/abwzF _ /abw(w)f(x)dx
[ear = [ @ sy

8. A integral de Stieltjes de ¢ em um intervalo é definida como a integral
sobre a reta do produto de ¢ com o indicador do intervalo.

Por exemplo, a integral sobre um Boreliano B qualquer € dada por

/godF:/gpleF.
B

No caso discreto temos
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3.2 Esperanga

Seja X uma variavel aleatéria qualquer e F' sua funcao de distribuicao,
entao a esperanca de X € definida por

BE(X) = / " dF()

—00

quando a integral impropria de Riemann-Stieltjes esta bem definida.
Dizemos que X ¢é integravel se F(X) é finita. Considere

/_OoxdF(x)Z/o xdF(x)+/oooxdF(a:):[_|_U

o —00

sendo que I <0 e /] >0 e a esperanca de X estara bem definida se / ou I/ for
finita. Além disso temos as seguintes situacoes:

1. Se I e I] sao finitas, entao X ¢é integravel e F(X) existe;
2. Se [ € finita e /] = +o00, entao X € integravel e E(X) = +o0;
3. Se I = —oco e 1] é finita, entdo X € integravel e F(X) = —oc;

4. Se [ = —oco e 1] = 400, entdo X nao € integravel e £(X) nao existe.
Assim, X € integravel se, e somente se, [ |z dF(z) < oc.
e Se X é uma variavel continua com densidade f(x), entdo a esperanca de
Xé
B(X) = / vdF(z) = / » f(x)da.

e Se X € uma variavel discreta com funcao de probabilidade p(z;), entao a
esperanca de X €

E(X) = /xdF(x) = inp(xi).

Usando propriedades da integral, mais especificamente integracao por par-
tes com d(z F(z)) = zdF (z)+ F(x)dz, podemos mostrar que a esperanca de uma
variavel aleatoria pode ser expressa por

E(X):/Ooo(l—F(z))da:—/o Fl2)da

—00
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Segue deste resultado que se a variavel aleatoria X toma somente valores
nao-negativos, isto €, X(w) > 0,Vw € Q, entdao F(x) = 0 para z < 0 implicando
que

E(X) = / (1 - F(x))dz.
0
Se X assumir somente valores inteiros nao negativos, entao

[e.e]

E(X):iP(X>n)=ZP(in)

n=0 n=1
Além disso, como | X| > 0, decorre deste ultimo resultado que
0

(1-— F(x))dx+/ F(z)dz.

—00

o0

E(\X!)zfooop(m >:L’)dx:/

0

3.3 Esperanca em (), A, P)

Uma segunda abordagem para definir a esperanca utiliza-se conceitos da
teoria da medida, portanto é uma definicao tedrica e bastante abstrata. Os
passos para definir a esperanca de variaveis aleatorias no caso geral sao:

1. Definir a esperanca para variaveis aleatorias simples;

2. Definir a esperanca de variaveis aleatorias nao-negativas como sendo o

limite da esperanca de variaveis aleatorias simples;

3. Definir a esperanca no caso geral reescrevendo uma variavel aleatoria
como a diferenca entre a parte positiva e negativa;

Vamos formalizar esses passos. Recomendo ler o livro do Magalhaes (Pro-
babilidade e Variaveis Aleatoérias) para um tratamento mais detalhado.

Seja (€2, A, P) um espaco de probabilidade. Dizemos que uma variavel ale-
atoria X : 2 — R € simples se assume somente um numero finito de valores
distintos. Neste caso, X pode ser representada por:

X:Z i la(w), z;,€RVineN
i=1

em que Ay, ..., A, formam uma particao de .
Definimos o valor esperado de X ou a integral de X por
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em que a medida dP € obtida a partir da funcao de distribuicao de X.

Importante salientar que diferentes representacées da variavel aleatoria
simples, isto € diferentes x;’s levam ao mesmo valor esperado. Em outras
palavras, se {A;,1 <i<n} e {B;,1 <j <m} sao parti¢oes de () entao

Qualquer variavel aleatéria nao negativa X : [0, 00) — 2 € o limite de alguma
sequéncia monotona crescente {X,} de variaveis aleatérias simples, ou seja,
Xp(w) T X (w) Yw € Q. Em particular seja

X, =min {n,27"[2" X}

em que |x| € o maior inteiro menor ou igual a x. Vemos que X,, € uma variavel
aleatoria finita e simples nao-negativa. Além disso, pode-se verificar que X, 1
X quando n — oo.

Neste caso, define-se a integral de X ou esperanca de X por

E(X) = lim E(X,).

n—oo

Sem perdas de generalidades uma variavel aleatoria X : (0 — R pode ser
representada por
X=Xt-X"

sendo que
XT(w) =max{X(w),0} e X (w)=-—min{X(w),0}

sao variaveis aleatorias nao negativas.
Se E(X') < oo ou F(X™) < oo entao definis-se a integral de X ou valor
esperado de X por
E(X)=FE(X") - E(X").

A notacao comum para representar a esperanca de X €
B(X) = / X(w)dP ou B(X)= / X (w) dP(w)
Q Q

3.4 Propriedades da Esperanca
Listo aqui algumas propriedades interessantes da esperanca.

1. Se X = ¢, ou seja, X(w) =c¢,Vw € Q. Entao E(X) =c.
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2. Se X <Y entao E(X) < E(Y).

3. Propriedade da linearidade diz que:

E(aX+0b)=aFE(x)+0b, Va,beR.

E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y), Va,beR.

4. Desigualdade de Jensen nos diz que: se ¢ € uma funcao convexa definida
na reta, entao
Elp(X)] = ¢ [E(X)].

No caso em que ¢ € concava temos

Elp(X)] < ¢[E(X)].

Importante ressaltar que para a validade da desigualdade de Jensen, basta

que a funcao ¢ seja convexa em um intervalo (a,b) tal que P(a < X <b) = 1.

Por exemplo, se X € uma variavel positiva, entdao P(X > 0) = 1. Seja p(z) = 1

com (a,b) = (0,00). Pela desigualdade de Jensen concluimos que:

#(¥) 2 sy

Sob a mesma condicao pode-se aplicar a desigualdade de Jensen a func¢ao
concava ¢(z) = log z, obtendo:

E (log X) <log E(X).

3.5 Esperanca de Funcoes de Variaveis Aleatorias

Seja X uma variavel aleatoria, ¢(x) uma funcao real mensuravel e Y = p(X).
Entao como vimos na secao anterior, Y € uma variavel aleatoria cuja esperanca
€ definida por

B(Y) = B(e(X)) i= [ ydFu(v) = [ ¢la)dFx(z)

Se p(xr) =2F com k =1,2,..., entdo

E(X*) = / 2 dFy(x) = k{/ooo 2FN[1 — Fy(2))dx — /0 k1 FX(x)dx}

—00
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e Se X € uma variavel aleatdria continua com densidade f(x), entao
B(o(X)) = [ o(o) fla)ts

e Se X € uma variavel aleatoria discreta com funcao de probabilidade p(z;),
entao

E(p(X)) = Z (i) p(i)

3.6 Momentos

A definicao dos momentos é importante para caracterizacido de uma varia-
vel aleatoria. A seguir apresentamos os principais momentos de uma variavel
aleatoria X.

e O k-ésimo momento de X em torno de b, para b € R € definido por

E(X -b)*, k=12,...

e Naturalmente para b = 0 a E(X*) € o k-ésimo momento em torno de zero
ou simplesmente o momento de ordem k de X.

e Se X ¢€ integravel, entao o k-ésimo momento em torno da média € definido
por
E(X—EX), k=1,2...

e denominado de k-ésimo momento central de X.

e Para £ = 1 o momento de X € a esperanca € o momento central de X ¢é
nulo.

¢ O segundo momento central de X € chamado de variancia e € definido
por
Var(X) = E(X?) — (E(X))*

e Para t > 0, o t-ésimo momento absoluto de X definido como E(|X|*). Os
momentos absolutos possuem a seguinte propriedade de monotonia. Se
X € uma variavel aleatoria, entao a funcao

1/t

ft) = [BE(X])]

€ nao decrescente em ¢ para t > 0.
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e Se E(|X]") é finita para algum 0 < ¢t < oo, entao E(|X|*) é finito para todo s
tal que 0 < s < t.

A seguir algumas propriedades importantes da esperanca, variancia e mo-
mentos.

1. Se X = c entao Var(X) = 0, isto €, uma constante nao tem variacao.
2. Var(aX +b) = a* Var(X), para todo a,b € R.

3. Desigualdade basica de Tchebychev: Seja X uma variavel aleatoria nao-
negativa (X > (). Para todo A\ > 0, temos que

P(X > \) < < E(X).

> =

Algumas consequéncias sao:

(a) Desigualdade classica de Tchebychev. Se X € integravel, entao

Var(X)
22

P(IX - E(X)| 2 ) < . VA>0.
(b) Desigualdade de Markov. Seja X uma variavel aleatéoria qualquer,
entao para todo t > 0, tém-se que

E(XY)

PN

P(IX| > )\) < VA > 0.

(c) Se Z >0e E(Z) =0, entao P(Z = 0) = 1. Ou seja, Z = 0 quase
certamente.
Deste resultado temos que quando a Var(X) = 0 entdao E(X—EX)* =0
e P((X - FEX)*=0) =1, logo P(X = EX) = 1. Portanto, se Var(X) =0,
entao X € constante com probabilidade 1 (ou quase certamente).

Em geral queremos predizer um valores de uma variavel aleatoria X qual-
quer. Uma pergunta natural que surge é: qual o melhor preditor? Dois casos
bem conhecidos: (i) se queremos minimizar o erro quadratico médio, o melhor
preditor € a média; (ii) se queremos minimizar o erro absoluto médio, o melhor
preditor € a mediana. Segue entao a formalizacao desses conceitos.

Se a variavel aleatoria X € integravel entdo y = E(X) minimiza E(X — c)?
com c € R. Ou se€ja,

Var(X) = B(X — p)? = min BE(X —¢)%

ceR
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Seja m uma mediana da variavel aleatoria X entdo m minimiza E|X —c¢| com
c € R. Ou se€ja,
E|X —m| =min E|X —¢|.
ceR
3.7 Esperancas de fungoes de vetores aleatorios

Seja X = (X3,...,X,) um vetor aleatorio e ¢ : R” — R uma funcao mensura-
vel a Borel. Entao,

Ep(X) = /Rn godFX:/-~~/<p(x1,...,:cn)de(:c1,...,xn). (26)

A partir desta definicao surgem algumas propriedades e casos especiais,
que sao apresentados a seguir.

1. Caso Discreto: Se X for discreto, tomando valores x; = (x;1,. .., ;) com
probabilidade p(x;), entao

2. Caso Continuo: Se X for continuo com densidade f(zy,...,z,), entao
Ep(X) —/-'-/gp(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dxl...dmn.

3. Linearidade: A esperanca € linear para combinacoes lineares de variaveis
aleatorias, isto €,

=1 =1

4. Independéncia: Se X;, para i = 1,...,n sao independentes entao a defi-
nicao (26) se torna:

Egp(X):/---/go(xl,...,xn)dFXI(xl),...,dFXn(xn).

Como consequéncia, se X;, para: = 1,...,n sao integraveis, entao
E (H Xi) =[] Ex3)
=1 i=1

Desta ultima igualdade vale ressaltar que se E(XY) = E(X) - E(Y) nao ne-
cessariamente X e Y sao independentes. Assim, podemos pensar em uma me-
dida de dependéncia linear entre duas variaveis aleatorias X e Y como sendo
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a diferenca entre os valores E(XY) e E(X)- E(Y). Tal medida € denominada de
covariancia entre X e Y. Ela é definida por

Cov(X,Y) = E[(X — EX) (Y — EY)] = E(XY) — EX EY. (27)

Para introduzir uma medida que nao depende da locacao nem da escala
X —-EX

da variavel aleatoria, considera-se as seguintes variaveis aleatorias
ox

Y - FEY o 1 A
e —— . Podemos observar que ambas variaveis tem média O e variancia
0y

1. Ou seja, ndo dependem da locacao e escala de X e Y. Assim, defini-se o
coeficiente de correlacao linear entre X e Y como sendo

- Cov(X.Y) _ KX - EX) (Y— EY)] | (28)

0x Oy ox Oy

As seguintes propriedades do coeficiente de correlacao linear podem ser
provadas

e p(X,Y)=1se, e somente se, P(Y =aX +b) paraa >0ebc R. Em outras
palavras Y = EY + b (X — EX) quase certamente.
gx

e p(X,Y)=—1se, e somente se, P(Y =aX+0b) paraa < 0eb e R. Em outras

palavras Y = EY — v (X — EX) quase certamente.
ox

Por fim, se X;,..., X, sdo variaveis aleatoria integraveis, entao

Var (Z XZ-> = Z Var(X;) + 2 Z Cov(X;, X;)
i=1 i=1 i<j
Se X; forem independentes entao Cov(X;, X;) = 0 para ¢ # j, logo a variancia

da soma sera a soma das variancias.

3.8 Teoremas de Convergéncia

Estes dois teoremas mencionados na sala de aula fornecem condicoes teo-
ricas para que a esperanca do limite seja igual o limite das esperancas, isto
é,

i 0 = B (fim %)

Consideramos X, X1, X,,... variaveis aleatorias definidas no mesmo espaco
de probabilidade (£2, A, P) e suponhamos que X,, T X quando n — oo ou entao
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lim X,, = X. Dizemos que a convergéncia aqui € pontual, ou seja, X,(w) —

n—oo

X(w) para todo w € Q.

3.8.1 Teorema da Convergéncia Moné6tona

Sejam X, X, X, ... variaveis aleatorias definidas no mesmo espaco de pro-
babilidade (2, A, P). Se X, (w) > 0e X,(w) T X(w), Vw € Q quando n — oo entao
E(X,) 1T E(X). Ou seja,

lim F(X,) =FE(X).

n—oo

3.8.2 Teorema da Convergéncia Dominada

Sejam Y, X, X;, Xy, ... variaveis aleatorias definidas no mesmo espaco de
probabilidade (2, A, P). Se Y € integravel, | X,| <Y, para todo n e X, (w) T X (w),
Yw € Q quando n — oo entao E(X,) 1T E(X). Ou seja,

lim E(X,) = E(X).

n—oo
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4 Distribuicao e Esperanca Condicionais

Iniciamos este capitulo em maio de 2019 discutindo a distribuicao condici-
onal de uma variavel aleatéria dado um evento A qualquer. Em seguida, defi-
nimos a distribuicao condicional supondo que temos A, = [Y =y,],n =1,2,...
uma particao de (2 formada pelos eventos de uma variavel aleatoria discreta
Y. Estendemos a definicdo de distribuicdo condicional para o caso geral e
enunciamos duas definicées “formais”. Por fim, a esperanca condicional é
discutida.

4.1 Distribuicao condicional de X dada Y discreta

Seja X uma variavel aleatéria definida em (2, A, P) e seja A um evento
aleatorio tal que P(A) > 0. A distribuicao condicional de X dado o evento
A é definida por

P([X eB|NnA)

P(X € B| A) = TP

BeB

Esta € de fato uma probabilidade nos borelianos, pois os axiomas podem
ser verificados. Dessa forma, a funcao de distribuicao e a esperanca condici-
onal de X dado A sao definidas, respectivamente, por

P([X € B|n A)
P(A) ’

Fx(z |A)=P(X <z|A)=

E(X | A) :/xdFX(x | A).

Se os eventos aleatorios A;, A,,... formam uma particao de (2, entao pelo
Teorema de Probabilidade Total, temos

P(X € B) ZP P(XeB|A,, VBebB,

Usando este resutado a funcao de distribuicao e esperanca de X podem ser
expressas por

Fx(z) = P(X < z) ZP P(X <x|A,) =) P(A,)Fx(x|A,), Va

n

E(X) = / zdF,(z) = / xd (Z P(A,) Fx(z | An)) =Y P(A,) E(X | A).

n n
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Consideramos agora o caso em que a particdo é gerada por uma variavel
aleatoria discreta Y definida no mesma espaco de probabilidade (2, A, P) to-
mando valores y;,ys,.... Os eventos A, = [V = y,] formam uma particao de €,
entao a distribuicao condicional de X dado que Y = y,, € dada por

P(XeB|Y=y,)=P(XeB|A,), BeB

De forma que a distribuicao marginal de X pode ser caracterizada a partir
da distribuicao condicional a partir das seguintes relacoes:

P(XGB):/P(XGB|Y:y)dFy(y):ZP(Y:yn)P(XeB|Y:yn), BeB,

n

Fx(z) = /FX(x|Y—dey ZP Fa|Y =y,), z€R,

E(X) = / E(X |Y =y)dFy(y ZP E(X Y =y,).

Observe que E(X | Y = y) € o valor particular da variavel aleatéria ¢(Y) =
E(X | Y) quando esta assume o valor Y = y. Ou seja,

E(X) =FE[p(Y)] = E[EX|Y)].
Alguns exemplos do uso dessas definicoes foram apresentados. Entre eles
estao:

1. Se as variavies aleatérias X e Y sdo independentes com X ~ Poisson(\;) e
Y ~ Poisson()s), entao qual a distribuicdo de X | X + Y.

2. Seja Y ~ Poisson(A\) e X | Y =y ~ Binomial(n,p), entao qual o valor espe-
rado de X.

4.2 Distribuicao condicional de X dada Y caso geral

Nesta secao duas definicoes que caracterizam a distribuicéa de X dada
uma variavel aleatoria Y (independente da sua natureza) sao apresentadas.
Na sequéncia, trés casos de “faceis” solucoes serao mencionados. Dois princi-
pios que auxiliam na determinacao da distribuicao condicional sdo explicados
brevemente.

¢ Definicao I:
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Sejam X e Y variaveis aleatérias definida no mesmo espaco de probabili-
dade (2, A, P). Uma funcao P(X € B |Y = y), definida para B borelianao
e y € R sera chamada uma distribuicao condicional para X dada Y se

1. para todo y € R fixo, P(X € B |Y = y) define uma probabilidade em
(Q, A, P).
2. para todo B € B fixo, P(X € B | Y = y) € uma funcao mensuravel de
Y,
3. para todo (z,y) € R?
/y P(X < |Y =1)dFy(t) = P(X <2.Y <y).

ou seja,
Y
/ Fx(ZE | Y = t)dFy(t) = FX7y($,y).

e Definicao II:

Sejam y € R e B € B, a probabilidade condicional de que X € B dado que
Y =y € definida por

P(X€B|Y =y)= Jim P(XE€B|Y €,

em que [ representa um intervalo de comprimento Ay contendo y.
Os casos de “faceis” solucoes sao
1. Quando a variavel aleatoria Y € discreta.

Neste caso ja definidmos a distribuicao condicional para uma sequeéncia
finita ou enumeravel de valores y;, v, ... tais que P(Y < y,) > 0 e admi-
tivos a definicao arbitraria para o conjunto dos outros valores de y com
probabilidade zero.

2. Quando X e Y sao variavies aleatorias independentes.

Intuitivamente, a distribuicao condicional de X dado que Y = y vai de-
pender de y. Logo, o candidato €

P(XeB|Y =y)=P(X € B), BeB,ycR,

3. Quando X e Y possuem densidade conjunta f(z,y).

Aqui o candidato para densidade condicional sera

f(z,y)
fr(y) 7

26
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Principio da preservacao de chances relativas: Os resultados possiveis
de uma variavel aleatoria condicionada a ocorréncia de um evento A mantém
as mesmas chances relativas que tinham antes da realizacao do experimento.
Em outras palavras, dado que Y = y, os valores possiveis de X mantém as
mesmas chances relativas de antes do experimento. Ou seja, um valor possivel
de X é um z tal que (z,y) era um valor possivel de (X, Y’) antes do experimento,
e o principio diz que estes pontos r mantém na distribuicao condicional, as
mesmas chances relativas que os pontos (z, y) tinham na distribuicao conjunta
de X eY.

Para X e Y conjuntamente continuas com densidade f(x,y) este principio
pode ser expresso da seguinte forma

[l ly) _ fley)
flxaly)  flzo,y)

Principio da substituicdo para distribuicao condicional: Sejam X e YV

variaveis aleatorias definida em (€2, A, P) e seja ¢(z,y) uma funcao mensuravel.
Se a distribuicao condicional de X dada Y € dada por

P(X eB|Y =y),
entao a distribuicao condicional de ¢(X,Y) dada Y €
Ple(X,Y) e B|Y =y) = P(e(X,y) € B|Y =y) = P(X € {x: p(z,y) € B} | Y =)
com B € B,y € R. Simbolicamente temos
PXY) |V =y~o(X|Y=y=y).

Este principio fornece condicées mais praticas para se obter a distribuicao
condicional de ¢(X,Y) dado que Y = y. Para isso, basta substituir Y pelo valor
y € X pela variavel aleatoria condicional.

4.3 Esperanca Condicional

Sejam X e Y variaveis aleatorias definida em ({2, A, P). A esperanca con-
dicional de X dado que Y = y, € a esperanca condicional da distribuicao
condicional de X dado que Y =y, ou seja

E<X|Y=y>=/xdF<x|Y=y)
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Definindo a variavel aleatoria ¢(Y) = F(X | Y) € denominada de esperanca
condicional de X dada Y. A principal propriedade desta variavel aleatoéria €

Elp(Y)] = E[E(X | Y] = E(X).
De forma analoga,
B(X) = [ BX|Y =y) dFr(y).

O principio da substituicao para esperanca condicional afirma que se ¢(X,Y)
€ integravel, entao

B(e(X.Y) | Y =) = B(e(X.) | Y =) = [ plwg) dPx(z | Y =)
Decorre deste principio que se X € integravel e X¢(y) também é, entao
EXg(Y)|Y =y) =g(y)EX Y =y).
Portanto, temos a seguinte igualdade de distribuicoes
E(Xg(Y)|Y) ~g(Y)E(X|Y).

Na ultima aula desta secao provamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
para variaveis aleatorias. Nesta desigualdade temos que

E|XY| < VE(X?) E(Y?).

Desta desigualdade concluimos que XY sera integravel se o segundo mo-
mento de X e Y existir. Em outas palavras, se X e Y tiverem variancias finitas.

Finalizando a secao determinamos a distribuicao condicional do evento ale-
atoria A dada uma variavel aleatéria Y. Observando que A = [[4 = 1], assim
P(A) = P(I4, = 1) de modo que

PAlY =y)=P(la=1|Y =y).

Como I, assume somente dois valores, pelo principio de preservacao de
chances relativas temos que

PIa=1|Y=y)+PUs=0|Y =y =1
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Portanto, a esperanca condicional de /4 dado Y € dada por
E(y|Y=9)=1-PUy=1|Y =9)4+0-PIy=0|Y =y)=PIs=1|Y =y).

Dessa forma, temos a seguinte variavel aleatoria ¢(Y) = E(I4 | Y) = P(A |
Y). Calculando a esperanca dessa variavel aleatoria concluimos que

E(l4) = P(A) = E(E(14 | Y)) = E(P(A]Y)).

ou seja, a probabilidade de um evento A € a esperanca de sua probabilidade
condicional dada uma variavel aleatoria Y qualquer.
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5 A Lei dos Grandes numeros

Esta € uma secao altamente tedrica sob o ponto de vista matematico. Inicia-
se com uma discussao intuitiva da Lei dos Grandes Numero. Destaca-se a
definicao de convergéncia “em probabilidade” e “quase certa”. A partir deste
conceito apresenta-se a Lei Fraca de Tchebychev, a Lei dos Grandes Numeros
de Bernoulli e a Lei Fraca de Khintchin. O capitulo segue definindo o que
€ sequencias de eventos e enunciando e provando o Lema de Borel-Cantelli.
Na sequéncia apresenta-se trés importantes teoremas, sendo eles: Reciproca
para a Lei Forte de Kolmogorov, Primeira Lei Forte de Kolmogorov, Lei Forte
de Kolmogorov. Aqui nao apresento resultado das provas, apenas exponho as
definicoes.

5.1 Definicoes Importantes

Suponha que estamos interessados em estudar uma variavel aleatoria X
que descreve uma determinada caracteristica sobre um fendmeno aleatorio
qualquer. Para estudar o comportamento da variavel aleatéria X conduzimos
um experimento e observamos seu valor. Realizando um numero n de vezes o
mesmo experimento de forma independente observamos n vezes o comporta-
mento da variavel aleatoria X. Sob essas condicoes a Lei dos Grandes Numero
afirma que a média aritmética dos n valores observados é aproximadamente
igual ao valor esperado de X quando n tende ao infinito.

Em uma linguagem formal e probabilistica se X, X,,... sdao variaveis alea-
torias independentes, integraveis e identicamente distribuidas entao

X 4+...+X,
n

— E(Xy).

A expressao acima indica que as variaveis aleatorias convergem para de-
terminado numero. O ponto agora € determinar qual o tipo de convergéncia.
As definicoes de convergéncia estao apresentadas a seguir:

e Convergéncia em Probabilidade: Para todo ¢ > 0, dizemos que Y,, con-
verge para Y em probabilidade se

P(lY,=Y|>¢) =0 quando n — oc.

Este tipo de convergéncia € denotada por: Y, Ly,

e Convergéncia quase certa: Dizemos que Y,, converge para Y quase cer-
tamente se
P(Y, - Y quandon — oo) = 1.
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Analogamente se o evento
{w: Y, (w) = Y(w)}

tem probabilidade 1, entao Y,, converge para Y quase certamente.

Este tipo de convergéncia é denotada por: Y, <% V.

Importante mencionar que convergéncia em probabilidade € mais fraca que
a convergéncia quase certa. Além disso, a convergéncia quase certa implica
em convergéncia em probabilidade, sendo que a reciproca nao € valida. Com
a definicao desses tipos de convergéncia estamos aptos a definir as Lei Fraca
e Forte dos grandes numeros.

Sejam X, X,,... variaveis aleatorias integraveis em ({2, A, P). Considere
S1, S92, ... as somas parciais, isto €, S, = X; + ... + X,,.

Dizemos que X, Xs, ... satisfazem a Lei Fraca dos Grandes Numeros se

Sn =B p

n

ou, equivalentemente, se

P(’X1+...Xn—(EX1+...+EXn)
n

> 6) —0, Ve>DO0.
Dizemos que X, X5, ... satisfazem a Lei Forte dos Grandes Numeros se

Sp — ES, qe
S AN
n

ou, equivalentemente, se

n

Para finalizar esta secao apresento a definicao de trés Teoremas relaciona-
dos a convergéncia em probabilidade.

e Lei Fraca de Tchebychev: Sejam X, X, ... variaveis aleatorias indepen-

dentes 2 a 2 com variancia finitas e uniformemente limitadas. Entdo, X, X5, ...

satisfazem a Lei Fraca dos Grandes Numeros, isto €,

Sn,—ES, p
L))

n
Importante observar que a suposicao de independéncia pode ser alterada

para a suposicao de que as X,, sejam nao correlacionadas.
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e Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli: Considere uma sequéncia de
ensaios binomiais independentes com a mesma probabilidade p de su-
cesso. Se S, € o numero de sucessos nos n primeiros ensaios, entao

STL P
— = p.
n
e Lei Fraca de Khintchin: Sejam X, X,... variaveis aleatorias indepen-
dentes, identicamente distribuidas e integraveis, com média comum ,

entao
Sy,

P
- = u.
n

5.2 O Lema de Borel-Cantelli

O Lema de Borel-Cantelli € uma importante ferramenta utilizada para pro-
var a Lei Forte dos grandes numeros.

Sejam Aj, Ao, ... uma sequéncia de eventos aleatdrios em (€2, A, P), ou seja,
A, € AVn. Define-se o limite superior da sequéncia como

limsup A,, = ﬁ G Ay (29)

n—oo n=1k=n

e o limite inferior €, por definicao
lim inf A, = UM A (30)
n=1k=n
O evento limsup A,, pode ser interpretado como o evento “ocorréncia de um
numero infinito dos A,,”. A notacao utilizada é

limsup 4, = [A, infinitas vezes|.

O evento liminf A, pode ser interpretado como o evento “ocorréncia de A,
para todo n suficientemente grande”.
O Lema de Borel-Cantelli afirma o seguinte:

(@) Se > P(A,) < o, entdao P(A, infinitas vezes) = 0.

n=1

(b) Se i P(A,) = o e os A, sao independentes, entdao P(A4, infinitas vezes) =
n=1

1.

Importante mencionar as seguintes igualdades entre eventos:
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[A,, infinitas vezes]® = [A, finitas vezes].

[A,, finitas vezes| = [A{ infinitas vezes|,

ou se€ja,
[A¢ infinitas vezes| C [A,, finitas vezes].

O Lema de Borel-Cantelli € utilizado como uma ferramenta que estabelece
condicoes suficientes para convergéncia quase certa. Temos a seguinte relacao

X, ¥ X < P(|X, — X| > ¢ infinitas vezes) =0 Ve > 0.

Em particular, se p,(¢) = P(|X,, — X| > ¢) satisfaz >, p,(¢) < co para todo
e > 0, entao X, LEND ¢

5.3 A Lei Forte

Finalizando esta secao enunciaremos duas versoes da Lei Forte de Kolmo-
gorov que € conhecida na dia a dia como a Lei Forte dos Grandes Numeros. A
prova dos Teoremas sao altamente técnicas e estao apresentadas no livro do
Barry James.

e Primeira Lei Forte de Kolmogorov: Sejam X, X», ... variaveis aleatorias
independentes e integraveis, e suponha que

o

VarX,
SV
n

n=1

Entao as X, satisfazem a Lei Forte dos Grandes Numeros, ou seja,

Xi+---4+X, EXi+---EXpy ge
_ — 0.

n n

e A Lei Forte de Kolmogorov: Sejam X, X»,... variaveis aleatorias inde-
pendentes, identicamente distribuidas e integraveis, tal que EX, = pu.

Entao
Xl _|_...Xn g.c.

— L.
n
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6 Funcoes que Caracterizam uma Distribuicao

Esta secao € dedicada para definicao de algumas funcoes importantes que
servem para caracterizar uma distribuicao de probabilidade.

6.1 Funcoes Caracteristicas

As funcoées caracteristicas sao uteis para estudo de convergéncia em distri-
buicao e possuem propriedades atraentes sob o ponto de vista matematico.

Seja X e Y variaveis aleatorias definidas em (Q2, A, P), entdao Z = X + Y
€ denominada de variavel aleatéria complexa, em que i representa o numero
imaginario /—1.

A funcao caracteristica de um variavel aleatoria X € definida por

ox(t) = B(ctY) = / e dFy(z), tER. (31)

Note que ¢ : R — C.
A formula de Euler afirma que ¢** = cos (X)+isen(X). Dessa forma a funcao
caracteristica de X definida em (31) pode ser expressa por

ox(t) = E [cos(tX)] + i [sen(tX)] = / cos(tz) dFy (z) + i / sen(tz)dFy(z).  (32)

Na sequéncia apresentamos algumas propriedades importantes da funcao
caracteristica.

(i) A funcao caracteristica € limita por 1, isto €,

(ii) A funcao caracteristica assume valor 1 para t = 0, isto é, px(0) = 1.

(iii) ¢x(t) = ¢x(—t), em que ¢ € o complexo conjugado de c. Por exemplo, se
c=x+1y, entdaoc =x — iy

(iv) ¢x € uniformemente limitada na reta.
(v) Se X e Y sao independentes entao px.y = ¢x(t) - py(t),Vt € R.

(vi) A funcao caracteristica de uma variavel aleatéria X determina (caracte-
riza) a funcao de distribuicdo de X, isto €, ¢x determina Fx. Este resul-
tado é conhecido como o Teorema da Unicidade e pela formula da inversao
temos

ylz x—oo u—oo AT it

1 u  ite _ ,—ity
Fx(z) =lim lim lim —/ Lgox(t) dt.

—Uu
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(vii) A variavel aleatoria X tem distribuicao simétrica em torno de zero se, e
somente se, px(t) € uma funcao real para todo ¢.

(viii) Se Y = a X + b, entdo ¢y (t) = ¢’ px(at).
(ix) Se E|X|" < oo, entdo ¢x possui n derivadas continuas e
(1) = /(z’t)’“e”‘” AFy(z), k=12 . n.
Em particular,

eP0)=i* EX*, k=1,2,...,n

de modo que a funcao caracteristica pode determinar os momentos da
variavel aleatoria X.

E possivel estender a definicio de funcdes caracteristicas para o caso de
vetores aleatorios. Seja X = (Xj,...,X;) um vetor aleatério k-dimensional.
Entao a funcao caracteristica de X € definida por

ox(t) = Eexp ( Z t;X; ) = FetX (33)

em que t - X denota o produto interno entre t ¢ X. Note que ¢ : R¥ — C.

As propriedades da func¢ao caracteristica multivariada sao analogas da fun-
cao caracteristica de uma variavel aleatoria. Destacamos duas propriedades
uteis:

e Para obter a funcao caracteristica de qualquer distribuicio marginal,
basta tomar os outros termos iguais a zero. Por exemplo, para as va-
riaveis aleatorias X,Y e Z, temos que

SOX,Y("an) - @X,Y,Z('r?iyv())v (C(],y) S R2‘
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7 Convergéncia em Distribuicao

Nesta secao discutimos a convergéncia em distribuicao e varias ferramen-
tas que sao uteis para resolucao de exercicios para determinar a convergéncia
de distribuicao de uma sequéncia de variaveis aleatorias.

Sejam X, X, X,,... variaveis aleatorias com, respectivamente funcao de
distribuicao F, Fi, F;,.... Dizemos que X, converge em distribuicao para X,
quando n — oo, se

F.(xz) = F(z)

para todo ponto de continuidade de F'. A notacao utilizada € F), N

Importante de mencionar que este tipo de convergéncia € o mais fraco no
sentido de que a convergéncia quase certa e em probabilidade implicam a
convergéncia em distribuicao. Também vale notar que a convergéncia em dis-
tribuicao € definida em termos da funcao de distribuicao o que implicitamente
significa que as variaveis aleatorias nao precisam estar definidas no mesmo
espaco de probabilidade.

Os teoremas enunciado a seguir forneceram suporte para avaliar a conver-

géncia em distribuicao com base na funcao caracteristica.

e Teorema de Helly-Bray: Sejam F, [}, F», ... funcées de distribuicao. Se
F,, converge fracamente para [, entao

/ g(2)dE,(x) "2 [ g(e)dF(2)

para toda funcao g : R — R continua e limitada. Em outras palavras se
X, Dox , entao

n—oo

Eg¢(X,) — Eg(X).

Em particular como as funcées sen(tzx) e cos(tr) sao limitadas temos que

ox, (1) =5 ox(t), YVt eR.

e Teorema de Paul Levy: Sejam F}, F,, ... funcoes de distribuicao e ¢y, ¢o, . . .,
respectivamente, suas funcoes caracteristicas. Se ¢, converge pontual-
mente para um limite ¢ e se ¢ € continua no ponto zero, entao

n—oo

1. existe uma funcao de distribuicao F' tal que F,, — F};

2. ¢ € a funcao caracteristica de F'.

e Teorema de Cramér-Wold: Sejam X,, = (X,1,..., X)) € X = (Xo1,. .., Xox)
vetores aleatorios k-dimensionais. Dizemos que X, 2x se, e somente
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Se,

Z thnj 2> Z thOj quando n— oo

J=1 J=1
para todo (ty,...,tx) € R.
Para os casos em que a variavel aleatoria € discreta ou continua existem
defini¢coes particulares para avaliar a convergéncia em distribuicao.
Sejam X, X, Xs, ... variaveis aleatorias discretas que assumem somente va-
lores inteiros nao negativos, isto é, £k = 0,1,2,... e sejam p(k),p1(k), p2(k),... as
respectivas funcoes de probabilidade. Entao, X, L, X se, e somente se,

pn(k) = p(k) quandon — oo Vk=0,1,2,....

Para o caso de variaveis aleatorias absolutamente continuas o Teorema de
Scheffé estabelece condicoes alternativas para convergéncia de distribuicao.
Sejam X, X, X,, ... variaveis aleatorias com funcoes de densidade f, fi, fo,.. .,
respectivamente. Entao X, D X se

fo(z) = f(x) quando n — oo

para todo ponto = de medida de Lebesgue nao nula.
Ressaltamos algumas proposicoes importantes. Sejam X, X;, Xs,... varia-
veis aleatorias, ¢ : R —+ R e ¢ uma constante. Entao,

1. X, 5 X=X, X;

2. Xn2>c:>Xn£>c;

3. X, % X = g(X,) &5 ¢g(X);
4. X, 5 X = gX,) B g(X);
5. X, B X = g(X,) 2 g(X).

O Teorema de Slutsky estabelece condi¢cées para convergéncia de soma
e produto de variaveis aleatorias. Sejam X, X;, X,,... e Y,Y7,Y5, ... variaveis
- i D P . -
aleatorias tais que X,, — X e Y,, — ¢, onde ¢ € uma constante. Entao,

1. X, +Y, 5 X +¢
D
2. X,Y, 2 eX.

Finalizando essa secao vamos enunciar um resultado utilizado frequente-
mente em inferéncia estatistica, o bem conhecido Método Delta.

Sejam Y7, Y, ... variaveis aleatorias tais que /n (Y, — u) EN N(0,0%). Se g(y)
é uma funcao derivavel no ponto y, entdo /n (g(Y,) — g(1)) = N (0,0 (¢'(1))?).
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8

O Teorema Central do Limite

A ultima secao desta nota de aula enuncia trés diferentes versoes do Te-

orema Central do Limite. Este teorema apresenta condicdes suficientes para

garantir a convergéncia em distribuicao das somas parciais normalizadas de

variaveis aleatorias. Ou seja, estamos interessados em determinar as condi-

coes sob as quais

Sn_ESnD
2n — Zon Do) 1
Tag, VO

emque S, =X;+---+ X,.

(1)

(i)

(iii)

Variaveis Aleatorias Independentes e Identicamente Distribuidas
Este € o caso mais simples do Teorema Central do Limite.

Sejam X, X, variaveis aleatorias independentes e identicamente distri-

buidas, com média e variancia ¢? > 0. Entao,

Sn_ESnD . Sn_n,u/D
= PR N(0, 1 , P 2 N(0,1).
ma (0,1), ou seja o — N(0,1)

Teorema Central do Limite de Liapunov

Neste caso, a hipotese de que as variaveis aleatorias devem ter distribui-
coes iguais € relaxada.

Sejam X, X,,... variaveis aleatorias independentes tais que EX,, = pu, €
VarX,, = 02 < oo com pelo menos um o2 > 0. Seja s2 = o7 + ---02. Se existir
0 > 0 tal que

1 < n—00

218 > EIXk — T 50,

k=1

entao
Sn - ESn D

— N(0,1).
Sn

Teorema Central do Limite de Lindeberg
Esta versao abrange as duas outras versoes.

Sejam X, Xs, ... variaveis aleatorias independentes e F,, = Fx, as respec-
tivas funcoes de distribuicées tais que EX, = pu, € VarX, = 02 < oo com
pelo menos um o2 > 0. Seja s2 = 0% 4 --- 02 Se a seguinte condicao

1 n
Ve>0, lim — Z/ (z — px)* dFy(z) =0

n p—1 J0T—pr[>esn

38



denominada de condicao de Lindeberg estiver satisfeita, entao

S, —ES, b

Sn

— N(0,1).
A condicao de Lindeberg também pode ser escrita da seguinte forma

Ve>0,— 2 Z/ (z — p)? dFy(7) — 1 quando n — oo.

Sn k=1 Y [o—p|<esn

Vale mencionar que a condi¢cao de Lindeberg implica que

2

o
max — — 0 quando n — cc.
1<k<n 52
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