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1 Introducao

Nesta secdo, apresento uma discussdo filoséfica, sem formalidades matematicas,
sobre o conceito de inferéncia estatistica. Por fim, as principais familias de distribui¢des
de probabilidade sdo introduzidas e algumas propriedades sdo enfatizadas.

Importante destacar que estas notas de aula tem como referéncia os seguintes livros:
Rohatgi (1976), Rohatgi (1984), Lindsey (1996), Azzalini (1996), Mukhopadhyay (2000),
Casella e Berger (2002),

1.1 Probabilidade, Estatistica e Inferéncia

Alegacoes probabilisticas sdo parte integrante do nosso vocabuldrio. E muito co-
mum utilizarmos e/ou escutarmos palavras como aleatério, chance, risco, verossimil,
provével, plausivel, possivel, ou até mesmo expressdes como tdo provavel quanto,
mais frequente do que, quase certo, provavel mas ndo possivel, entre outras. Todas
essas palavras e frases sdo utilizadas para transmitir um certo grau de incerteza. O ob-
jetivo principal da probabilidade é mensurar numericamente a incerteza (o acaso). Na
probabilidade utilizamos todo o ferramental matematico para descrever fenomenos
fisicos, artificiais ou antropogénicos que apresentam incerteza.

A importancia da estatistica nos dias de hoje é algo intrinseco. Embora, muitas
pessoas associam a estatistica com fatos numéricos (dados). Essa intui¢do ndo esta
completamente errOnea, pois a ciéncia estatistica lida com a coleta e descri¢do dos da-
dos. No entanto, o estatistico esta presente no planejamento do experimento, na coleta
das informacgdes e na decisao sobre a melhor forma de utilizar as informacoes coletadas
afim de fornecer uma diretriz para tomada de decisdo. A inferéncia estatistica surge
neste tltimo aspecto, como sendo a arte de avaliar informagdes para extrair conclusdes
confidveis sobre a natureza do fendmeno em estudo.

Os fendmenos naturais, artificiais ou antropogénicos sdo descritos por modelos,
isto é, idealiza¢Oes matemadticas utilizadas para aproximar um fendémeno que pode ser
observavel. Nessa idealizacdo, certas suposi¢des sdo feitas e entdo certos detalhes sdo
ignorados como sendo ndo importantes. O sucesso do modelo vai depender se as supo-
sicdes empregadas sdo vélidas e se os detalhes ignorados sdo de fato ndo importantes.
Para avaliar a adequagdo do modelo, isto é, se 0 modelo proposto descreve adequa-
damente o fendmeno em estudo devemos realizar um experimento e entdo observar o
comportamento do fendémeno.

E importante distinguir a natureza do modelo que serd adotado para descrever o
fendmeno. Os modelos puramente matematico estipulam que as condi¢des nas quais
o experimento é executado determinam precisamente o resultado do experimento, tais
modelos sdo denominados de modelos deterministico. Exemplos cldssicos de modelos

deterministicos sdo: equacdo da aceleragdo, as leis gravitacionais e as leis de Kepler.



Em contrapartida, os modelos estocdsticos ou probabilisticos ndo estipulam uma regra
para determinar exatamente o resultado final do experimento, uma vez que levam em
consideracdo o carater aleatério do fendmeno. Um modelo estocéstico é caracterizado

pelas seguintes componentes:
(i) Todos os resultados possiveis do experimento;
(i) Todos os eventos de interesse;
(iii) Atribuicdo de probabilidades aos eventos de interesse.

A parte mais importante e complicada do modelo estocastico é atribuir probabilida-
des aos eventos de interesse. Neste curso de inferéncia iremos nos restringir em estu-
dar modelos probabilisticos caracterizados por distribui¢des de probabilidade, especi-
ficamente as familias de locacdo-escala e exponencial. Entretanto, vale mencionar que
existem infinitos modelos probabilisticos mais complexos que ndo necessariamente sdo
caracterizados por distribuigdes de probabilidade.

O conjunto de modelos sob consideragdo sdo os modelos estatisticos paramétricos
definidos pela tripla (X, P, ®), em que

e X é 0 espaco amostral, medido com base na varidvel aleatéria;

e P é uma familia de fun¢do de distribuicdo, Py, indexada pelo (vetor) pardmetro(s)
0;

e © é 0 espago paramétrico definido conforme os pardmetros do modelo.

Por fim, é fundamental diferenciarmos entre estatistica e probabilidade. Em proba-
bilidade, fazemos certas suposi¢des sobre a populacdo e entdo concluimos algo sobre
a amostra. Ou seja, o problema é: Dado um modelo estocéstico (que representa um
fendmeno), o que podemos dizer sobre seus resultados? J4 na estatistica, o processo é
reverso. Dado uma amostra (conjunto de resultados), o que podemos dizer sobre a po-
pulagdo (fendmeno que é representado por um modelo)? Mesmo com essas distingdes
vale notar que a estatistica utiliza-se de um modelo probabilistico para tomar decisdes

acerca do fendmeno.

1.2 Familias Comuns de Distribuicoes

Como o curso tem um viés totalmente paramétrico revisamos nas duas primeiras
semanas de aula as familias de distribui¢des exponencial e loca¢do-escala. Uma aten-

¢do mais detalhada foi dada a familia exponencial.



1.2.1 Familia Exponencial

O conceito de familia exponencial surgiu nos anos de 1935 e 1936. No entanto, foi
na década de 1970 que com o surgimento dos modelos lineares generalizados que a
familia exponencial de distribui¢des obtiveram maior visibilidade. Nesta secdo, apre-
sentarei as principais caracteristicas da familia exponencial.

Seja X uma variavel aleatéria definida no espaco de probabilidade (2, A, P). Entao,
a distribuicao de X pertence a familia exponencial k- paramétrica se sua fun¢do massa

de probabilidade ou fun¢do densidade de probabilidade, puder ser expressa como

f(x ] 8) = h(z) exp {Z ¢;(0)t;(x) + d(H)} La(x) (1)

J=1

emque § € © C R*; h: R — R' é uma fungdo que ndo depende de 6; ¢; : R* — R
sdo fun¢des que ndo dependem de z; t; : R — R sdo fun¢des que ndo dependem de 6;
d : R¥ — R é uma fungdo que ndo depende de z; e A € Rndo depende de 6.

A forma (1) permite generalizar resultados mateméticos e propriedades estatistica
luteis para a inferéncia acerca dos parametros bem como a caracterizagdo da distribui-
cao.

A seguir apresento dois resultados bastante proveitoso sob o ponto de vista in-
ferencial relacionado a familia exponencial. Sejam Xj,..., X,, varidveis aleatdrias in-
dependentes e identicamente com distribui¢do pertencente a familia exponencial k-
paramétrica. Entdo, a distribuicdo do vetor aleatério X = (Xi,...,X,) também per-
tence a familia exponencial k-paramétrica. Além disso, a distribui¢do de 7' = t(X) =

n
> t(X;) pertence a familia exponencial. Importante mencionar que o conceito de fa-

milia exponencial bem como os resultados enunciados sdo passiveis de generaliza¢Ges
para de vetores aleatorios.

E comum utilizar uma parametrizagdo candnica ou natural para distribuigdes de
probabilidade  pertencentes a  familia  exponencial. Definindo
n; = ¢(0),7 =1,....k,n = (m,...,mx)" e do(n) = d(n), podemos escrever (1) da
seguinte forma

f(z|[n)=h(x)exp {Z n;ti(x) 4 do( )} Ta(x). (2)

Se para todo j, n; for uma transformacao bijetora (1 a 1) entdo dy(n) = do(c™*(n)),
em que ¢ (1) = (71 (), ().

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo pertence a familia exponencial uni-
paramétrica. Entdo os seguintes resultados sdo vélidos para a varidvel aleatéria 1" =
t(X).



¢ A funcao geradora de momentos de 7" é dada por

Myp(s) = eoM=dols4n) v s € (—p 1) para algum h > 0

e Utilizando a Mr(s), determinamos os seguintes momentos:

E<T>=—%do<n> e Var<T>:—dd—n2do<n>

Tais resultados podem ser generalizados para o caso geral k-paramétrica bem como

para uma amostra aleatoria.

1.2.2 Familia Locagao-Escala

Estas familias de distribui¢des considera somente varidveis aleatérias continuas.
De fato, a partir de uma fun¢do densidade de probabilidade, fx(z), associada a uma

varidvel aleatdria X qualquer, obtemos a familia de locagado cuja f.d.p. é dada por

fz(z | ) = fx(z —p)

em que i € R é o parametro de locagdo. Observe que a nova densidade esta associada
a variavel aleatéria 7 = X — p.

Por outro lado, considerando f.d.p. fx(z) temos a familia de escola, cuja a f.d.p. é
dada por

o lo)= 25e(2)

em que o > 0 é o parametro de escala. Observe que a nova densidade esta associada a
varidvel aleatéria W = o X.

Por fim, tém-se a familia locagdo-escala cuja f.d.p. é definida por

fr(y|po)= %fx (y — ”)

o

em que it € Re o > 0sdo os parametros de locagdo e escala, respectivamente. Observe

. . . . X —pu
que a nova densidade esta associada a varidvel aleatéria Y = .

O efeito de introduzir um parametro de locagdo (1) ndo alterg o formato da fungao
densidade de probabilidade, porém altera a localizagdo em que a f.d.p. esta situada.
Ja o parametro escala (o) afeta o formato da f.d.p., sendo que quanto maior seu valor
mais esparsa a densidade.

Por fim, enunciamos dois teoremas que formalizam resultados importantes na fa-
milia de distribui¢des locagdo-escala. A prova dos teoremas pode ser encontrada em
Casella e Berger (2002).



Teorema 1.1. Seja f(-) uma fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.) e seja p € R e
T —

: _ 1
o > 0. FEntio, X é uma variavel aleatoria com f.d.p. —f se, e somente se,
o

o
existir uma varidvel aleatéria Z com f.d.p. f(z) e X =0Z +

Teorema 1.2. Seja Z uma varidvel aleatoria com f.d.p. f(z) e X = oZ + p. Suponha que

1 _
E(Z) e Var(Z) ezistam. Se X é uma varidvel aleatéria com f.d.p. —f (u), entao
o o

E(X)=0E(Z) + u e Var(Z) = 0*Var(Z).

2 Principios da Reducao de Dados

Em resumo, a reducdo de dados consiste em resumir toda a informacédo disponivel
na amostra coletada () de tal maneira que ndo perdemos a esséncia do mecanismo
gerador dos dados.

Seja X = (Xj,...,X,) um vetor aleatério composto por varidveis aleatérias inde-
pendente e identicamente distribuidas e seja ¢ = (x4, . .., x,) uma amostra aleatéria de

X. Entdo temos a seguinte defini¢do

Definigao 2.1. Qualquer fungdo da amostra 7" = ¢(X) é uma estatistica se ¢(-) é uma

funcao que nao depende dos parametros 6.

Observe que qualquer estatistica 7' = ¢(X) é também uma varidvel aleatéria, pois
X é um vetor aleatério. A redugdo de dados utilizando um estatistica em particular
pode se considerada um parti¢ao do espago amostral. Seja 7 = {t : t = t(x) para algum « € X'}
aimagem de X em ¢(x). Entdo, t(x) realiza a parti¢do do espaco amostral em conjuntos
Ay, t € T, definidos por A; = {z : t(x) = t}.
Como o objeto de estudo deste curso sdo os modelos paramétricos, ou seja, esta-
mos supondo que o mecanismo gerador dos dados pode ser bem descrito por uma
distribuicdo de probabilidade indexada por um vetor de parametros (6 = (61, ...,6,)).
Entdo, buscaremos métodos para redugdo dos dados que ndo desconsideram informa-
¢Oes importante sobre 6.

2.1 Principio da Suficiéncia

Este principio é baseado na definicdo de estatistica suficiente.

Definigao 2.2. Uma estatistica 7' = ¢(X) é uma estatistica suficiente para 0 se a distri-

buicao condicional da amostra X, dado o valor de T, nao depende de 6.

Indo além desta definicdo podemos afirmar que uma estatistica suficiente para 6

contém todas as informagdes sobre 8 que estdo na amostra.
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O principio da suficiéncia afirma que se 7' = ¢(X) é uma estatistica suficiente para
0, entdo qualquer inferéncia sobre 8 deverd depender da amostra & somente pelo valor
t(x). Isto é, se x e y sdo amostras distintas de modo que t(x) = ¢(y), entdo a inferéncia
sobre 0 deverd ser a mesma , se X = x ou X = y for observado.

Teorema 2.1. Se f(x | ) € a f.d.p.t ou fm.p? conjunta de X e q(t | ) a f.d.p. ou
fom.p. de t(X), entao t(X) é uma estatistica suficiente para @ se para todo & no espago
amostral a razao

f(z | 0)

q(t|0)

nao depender de 0.

Este teorema é ttil quando conhecemos a distribuicdo de ¢(X), em particular a
forma funcional da f.d.p. ou fm.p. ¢(¢ | 8). No entanto, isso nem sempre é factivel.
Para enfrentar este problema, temos o Teorema (critério) da Fatoragao introduzido pelo
estatistico sueco Jerzy Neyman.

Teorema 2.2. Seja f(x | 0) a f.d.p. ou f.m.p. de uma amostra X. Uma estatistica t(X)

€ a estatistica suficiente para 0 se, e somente se,

f(x | 8) = g(t(z) | 0)h(x).

em que g(t | @) é uma fun¢ao que depende de x apenas por meio de t e h(x) é uma fun¢ao

que nao depende de 6.

Portanto, além da definicdo apresentada existem dois teoremas que apresentam
condicdes suficientes para mostrar se uma estatistica ¢(X) é suficiente.

Em particular, para a familia exponencial temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja X = (X, ..., X,,) um vetor aleatorio composto por varidveis aleatdrias
1.1.d. de uma distribuicao pertencente a familia exponencial, com f.d.p. ou f.m.p. dada

por

f(x | 6) = h(z) exp {Z ¢;(0)t;(x) + d(9)} La(x)

J=1

em que @ = (0y,...,0,),p < k. Entdo,

1=

€ uma estatistica suficiente para 6

Ifuncao densidade de probabilidade
2funcdo massa de probabilidade



Notemos pelo critério da fatoracdo que a prépria amostra x é uma estatistica sufi-
ciente para 6. Pelo fato que existem diversas estatisticas suficientes surge o questiona-

mento se uma estatistica, de algum modo, é melhor que outra.

Definigao 2.3. Uma estatistica suficiente 7' = ¢(X) é denominada estatistica suficiente

minima se, para qualquer outra estatistica suficiente 7, T' é uma funcao de T

Dizer que ¢(x) é fungdo de t*(x) significa que se t*(x) = t*(y), entdo t(x) = t(y).
Enunciaremos agora um teorema que ird auxiliar na busca e identificagdo de estatisticas

suficientes minimas.

Teorema 2.4. Seja f(x | 0) a f.d.p. ou fm.p. de X = (X1,...,X,). Suponha que eziste
f(z]6)
f(y18)

t(x) = t(y). Entao, t(X) € uma estatistica suficiente minima para 6.

uma fungao t(x) de modo que, a razao nao dependa de 0 se, e somente se,

Ressaltamos que uma estatistica suficiente minima ndo é tinica, pois qualquer fun-
¢do um a um (bijetora) de uma estatistica suficiente minima também é uma estatistica
suficiente minima.

Apresentaremos agora um tipo de estatistica complementar as estatisticas suficien-

tes, ou seja, estatisticas que ndo carregam informagdes sobre o parametro de interesse.

Definigao 2.4. Uma estatistica S = s(X) cuja distribui¢ao nao depende do parametro é

denominada estatistica ancilar.

Discutimos alguns exemplos os quais é possivel encontrar fungdes de estatisticas
suficientes que sdo estatisticas ancilares. Isso indica que apesar de um estatistica su-
ficiente conter toda informacao relevante sobre o pardmetro, ela também pode conter

informagdes ndo relevantes. Nesse sentido, chegamos a tltima defini¢do desta segao.

Definigao 2.5. Seja fr(t | @) uma familia de f.d.p. ou f.m.p. para um estatistica T' = ¢(X).
A familia de distribuigdoes é denominada completa se Eqg(7) = 0 para todo 6, o que
implica Pp(g(T) = 0) = 1 para todo 8. De forma equivalente, (X ) é uma estatistica

completa.

Importante enunciarmos dois resultados de calculo que sado tteis para verificacdo
se uma estatistica é completa.

On(z | 0)

continua em
00

e Seja h(z | #) uma funcdo diferencidvel em relagdo a 6 e

funcado de x e 6, entdo

d [t B db(9) da(6) " oh(z | 0)
@/a@ (e | 6)de = h(6(6) | 6) o)~ h(a®) |0) W+/a(e> = 4

Em particular



e Se

o0

Y abt=0 Vo,

k=0

entdo ¢, = 0Vk.
Finalizamos esta secdo com o Teorema de Basu.

Teorema 2.5. Se t(X) é uma estatistica suficiente minima e completa, entio t(X) é

independente de toda estatistica ancilar.

Teorema 2.6. Seja X = (X, ..., X,,) um vetor aleatorio composto por varidveis aleatdrias
1.0.d. de uma distribuicao pertencente a familia exponencial com f.d.p. ou f.m.p. dada
por
k
f(z ] 0) = h(x) exp {Z ¢;(0)t;(x) + d(9)} Ia(7)
j=1

em que @ = (0y,...,0,),p < k. Entdo,

J=1 J=1

¢ uma estatistica suficiente e completa para @ desde que o espaco paramétrico @ seja um

subconjunto aberto em R*

2.2 Principio da Verossimilhanga

Considere o modelo estatistico definido por (X, P, ®). Suponha que uma amostra
x = (21,...,7,)" do modelo P foi observada. Entdo a fun¢do de distribuicdo Fy,(z; |
0) e a funcdo densidade ou probabilidade fx,(z; | €), que caracterizam o modelo P,

sdo quantidades fixas em relacdo a X; dependendo somente de 8 = (¢;,...,6,).

Definigao 2.6. A funcao de verossimilhanca, ou simplesmente verossimilhanca, do vetor
aleatério X = (Xy,...,X,,) é definida como

L@ |z) = f(z|0) (3)

em que f(x | 8) é a fungao densidade ou probabilidade do vetor aleatério X

A verossimilhanca é definida como sendo igual a fun¢do do modelo, embora seja
vista como fungdo dos parametros, pois os dados observados sdo quantidades fixas.
Para cada valor do parametro 6, a verossimilhanga fornece uma medida de compatibi-
lidade, plausibilidade ou similaridade com a amostra observada.

Importante ressaltar que a forma funcional da verossimilhanca depende das supo-

sicdes adotadas pelo modelo probabilistico. Por exemplo, assumindo que as varidveis
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aleatdrias sdo independentes, entdo a distribui¢do conjunta é dada pelo produto das
fungdes densidade ou probabilidade. Por outro lado, no caso de varidveis aleatérias
dependentes as densidades ou probabilidades condicionais sdo utilizadas.

A funcdo de verossimilhanga reflete informagdes do fendmeno expressas pelo mo-

delo e conforme as observagoes.

Defini¢ao 2.7. Para o modelo estatistico especificado por f(- | 8), tal que 8 € O, se dois
pontos ¢ e y € X produzem verossimilhangas proporcionais, isto é, se L(6 | ) o< L(0 | y),

entao as verossimilhancas devem levar as mesmas conclusoes inferéncias.

Essa definigdo é conhecida como principio fraco da verossimilhanga. A verséao forte
afirma que as mesmas conclusdes podem ser obtidas para diferentes modelos e pontos

amostrais.

Definigao 2.8. Sejam x e y observagoes amostrais provenientes dos modelos f(- | ) e g(- |
), respectivamente, em que @ € ©. Se L(6 | x) < L,(0 | y), entdo as verossimilhancas

devem levar as mesmas conclusoes inferéncias.



3 Estimacao Pontual

Na classe de modelos estatisticos paramétrico, foco de estudo deste curso, a forma
mais simples de realizar inferéncia sobre o fendmeno é estimando pontualmente os
parametros, isto é, determinando um valor para o pardmetro(s) do modelo estatistico
em questao.

Defini¢ao 3.1. Qualquer estatistica T = t(X) que assuma valores no espago paramétrico

©® de 6 é um estimador para 6.

Note que um estimador é uma estatistica e consequentemente uma variavel aleato-
ria. Denominamos de estimativa o valor numérico que do estimador para uma dada
amostra observada. Usualmente tem-se o interesse em fungdes de 6, por exemplo 7(6).

Nessas situagdes temos uma definicdo analoga.

Definicao 3.2. Qualquer estatistica que assuma valores somente no conjunto de possiveis

valores de 7(6) é um estimador para 7(0).

O problema da estimacdo pontual é determinar um estimador 7" para o parametro

desconhecido que satisfaga algumas propriedades.

3.1 Propriedades dos Estimadores

Como vimos a defini¢do de estimador é muito ampla no sentido que podemos pro-
por diferentes estimadores para um mesmo parametro. Entdo, buscamos estimadores
que desfrutem de certas propriedades. Tais propriedades foram estabelecidas no en-
foque da inferéncia cléssica, isto é, tratando o parametro como uma quantidade des-
conhecida e fixa. Embora, mesmo no enfoque Bayesiano, onde o parametro é uma

varidvel aleatoria, tais propriedades também sdo tteis.

Definigao 3.3. O viés de um estimador 7" é a quantidade

em que E (-) denota a esperanga com relagao a distribui¢do amostral do estimador. Um
estimador cujo viés é igual a zero, B (T') = 0, é denominado de estimador nao viesado para
0. Analogamente, o estimador 7' é assintoticamente nao viesado se E (T') — 0 quando

n — o0.

Portanto, que o viés de um estimador mensura qudo afastado o estimador esta,
em média, do verdadeiro valor do parametro. E natural pensarmos em uma medida
para avaliar a variabilidade do estimador. Podemos pensar na variancia, porém se o

estimador for tendencioso, entdo a varidncia ndo serd a medida mais apropriada.
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Definicao 3.4. O erro quadratico médio de um estimador 7' é a quantidade
EQM (T) = E[(T — 6)°] = Var (T) — [B ()"

Quando o estimador é ndo viesado o EQM coincide com a varidncia do estimador.
Como um estimador é uma varidvel aleatéria, entdo propriedades probabilisticas po-

dem ser de interesse.

Definigao 3.5. O estimador T,, = t(X3,..., X,,) é consistente para 0 se
P
T, — 60 quando n — oo

para cada 6 € © fixo.

Em outras palavras, dizemos que um estimador é consistente se ele converge em

probabilidade para o verdadeiro valor do parametro. Conforme o tipo de convergéncia
.. . . . q.c. -

podemos definir tipos de estimadores consistentes. Por exemplo, se 7,, — 6 entdo T,

é um estimador consistente com probabilidade 1.

Teorema 3.1. Se T,, = t(Xy,...,X,) é um estimador para 0 tal que E(T,) — 0 e

Var(T,,) — 0 quando n — oo, entao T,, € consistente para 0.
A desigualdade de Tchebychev pode ser utilizada para provar este teorema.

Defini¢ao 3.6. Seja 7(0) qualquer fun¢ao do parametro 6, podemos pensar inclusive que
7(x) = z. Seja C; = {7(0) : E[7(0)] = 7(0)} a classe dos estimadores nao viesados de

7(0) e suponha que C, # (). Um estimador 7%(#) pertencente a classe C, que satisfaz
Var [7%(6)] < Var [7(0)], VO e€©

¢ denominado de Estimador Nao Viesado de Variancia Uniformemente Minima (ENV-

VUM).

Seja (X, P, ®)um modelo paramétrico estatistico especificado pela fungdo densi-
dade fx(- | 6), em que # € © C R. As seguintes suposi¢des definem as condi¢des de

regularidades.

(i) O espago paramétrico © tem dimensao finita, é fechado e o verdadeiro valor do

parametro pertence a ©;

(ii) A funcdo de distribuigdo definida para dois diferentes valores de 6 é distinta, isto

é, o modelo é identificavel;
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(iii) A diferenciacdo em relagdo a ¢ e integracdo em relagdo a x pode ser intercambiavel

/X%fx(xIGda:— /fXx\G

o2
aQQfx<x|9dx—802/fXx|9
X

Para @ = (0,...,0,) temos

duas vezes, isto é,

0? 0?
; fo@ | 0)dz = W/Xfx(x | 0)dx

Tais condi¢des também devem ser vélidas para modelos discretos, substituindo a
integral por somatdrio.

Sob as condic¢des de regularidades podemos mostrar que

{5?9 log fx (X | 0)} 0

E log fx(X [ 0)] .

B) 2 2
( 2 tog f(X | 0)) _E [ -

Na busca pelo melhor estimador ndo viesado enunciamos o teorema de Cramér-

Rao, seguramente um dos principais teoremas da inferéncia estatistica.

Teorema 3.2. Seja X = (Xy,...,X,)" uma amostra aleatéria cuja a funcdo densidade
ou probabilidade fx,(x; | 0) satisfaz as condi¢oes de regularidades. Seja T = t(X) um

estimador nao viesado para 7(0), entdo

Var (T') > {ddT—(;)}

E

(55108 (X1 0))2] |

Este teorema é também conhecido como desigualdade de Cramér-Rao. Podemos
afirma que se a variancia de um estimador ndo viesado atinge o limite da desigual-
dade de Cramér-Rao, entdo tal estimador é um ENVVUM. Importante mencionar que a

prova deste teorema é uma aplicacdo inteligente da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Corolario 3.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatoria de uma funcao densidade ou
probabilidade fx,(x; | ) que satisfaz as condigoes de reqularidades. Seja L(0 | x) =

I f(x;i | 0) a verossimilhanga e T = t(X) um estimador nao viesado para 7(0), entio T
i=1

12



atinge o limite inferior de Cramér-Rao se, e somente se,

0 log L(0 | )

al0) [T~ 7(0)] = 5

para alguma fungao a(0).

Entretanto, em algumas situagdes tal limite pode nédo ser atingivel ou entdo a familia
de distribui¢des ndo satisfaz as condi¢des de regularidades estipuladas. Nestes casos

surge o Teorema de Rao-Blackwell.

Teorema 3.3. Seja T' = t(X) um estimador ndo viesado para 7(0), e seja S = s(X) uma
estatistica suficiente para 0. Defina ¢(T) =E (T | S), entdo

By [¢(T)] =7(0) e Varg[p(T)] < Varg (T)

para todo 0 € ©. Assim, ¢(T') é um ENVVUM para 7(0).

Conclui-se também que ao condicionar qualquer estimador ndo viesado em uma
estatistica suficiente resultard em um estimador melhorado.

A seguir apresento dois outros teoremas que garantem a unicidade e existéncia do
melhor estimador ndo viesado, isto é, o ENVVUM

Teorema 3.4. Se T' = t(X) é um Estimador Nao Viesado de Variancia Uniformemente

Minima para 7(0), entdo T' € tnico.

Teorema 3.5. Seja T = t(X) wm estimador nao viesado para 7(0), entio T serd o
ENVVUM de 7(0) se, e somente se, T ndo estiver correlacionado com todos os outros

estimadores nao viesados de 0.

Note que existem infinitos estimadores ndo viesados para 0, assim é invidvel verifi-
car se um determinar estimador nao esta correlacionado com todos os estimadores nao
viesados de 0, afim de caracteriza-lo como o ENVVUM.

Contudo, quando uma familia de distribuigdes é completa, ndo existe nenhuma
funcdo da amostra cuja esperanca seja igual a 0, com excecdo da prépria fun¢do nula.
Porém, qualquer estimador nao viesado T satisfaz Cov(T’,0) = 0, assim a procura pelo
ENVVUM esta encerrada.

Finalizamos esta secdo enunciando o Teorema de Lehmann-Scheffé o qual estabe-
lece condigdes para encontrar o ENVVUM quando existe um estatistica suficiente e
completa.

Teorema 3.6. Seja T' = t(X) um estimador nao viesado para 7(0), e seja S = s(X) uma
estatistica suficiente e completa para 0. Entao ¢(T) = E(T | S) € o melhor estimador nao
viesado de 7(0), isto €, ¢(T) é o ENVVUM de 7(6).

13



3.2 Métodos de Estimacao

Exitem na literatura diversos procedimentos para encontrar estimadores para os
parametros de uma dada distribuicdo de probabilidade. Neste curso, o método do
momentos e o método da méxima verossimilhanca serdo discutidos.

Procedimentos baseados na minimizacdo da distancia entre as funcoes de distribui-
¢do empirica e tedrica sdo alternativas interessantes. Além disso, métodos computacio-
nais como Bootstrap e simulagdo Monte Carlo também podem ser tteis para estimagdo

de parametros.

3.2.1 Métodos dos Momentos

Seja { X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independente e identicamente
distribuidas tal que E (Xff) < o0, isto é, com k-ésimo momento finito. Entdo, a Lei

Forte dos Grandes Ntumeros afirma que
1 o= o e .
- XFISE(X)) quando n— oo
n
=1

Utilizando este resultado probabilistico podemos definir estimadores para o vetor
de parametros 8 = (64,...,6,) da funcdo densidade ou probabilidade fx(z | 8), em
que 8 € ©® C R”.

Define-se as fungdes reais h;(8), . .., h,(0) como

e sejam
1 n
P = — Z X}
n
=1
para k = 1,...,p. As funcdes h,(6),...,h,(0) sdo os momentos tedricos da varidvel
aleatéria X, enquanto que (i, . . ., i1, S30 0s correspondentes momentos amostrais.

Definigao 3.7. O estimador de momentos 0 de 6 é dado pela solucao do sistema de equagoes

~

hi(6) = pur
parak=1,...,p.

Importante observar que este método nao é aplicavel a situagdes onde os momentos

tedricos ndo existem.

Teorema 3.7. Seja h(0) = (hy(0),...,h,(0))" e seja H(0) uma matriz de posto p cujos

14



0hi(0)
00

elementos sao H;; = 1,7 =1,...,p, sendo estas funcoes continuas em 0. Entao,

v%<§—9>££A@<m}r42[H—ﬂfy
em que X € uma matriz p X p cujos elementos sao Xi; = hiy; — hih;

3.2.2 Método da Maxima Verossimilhanga

Sem perdas generalidades vimos que a verossimilhanga é definida como sendo fun-
¢do de distribui¢do conjunta da amostra observada visto como fungdo do vetor de pa-
rametros parametro 6 = (6, ...,0,). Podemos definir mais especificamente a verossi-
milhanga conforme a natureza do fendmeno.

Para o caso de varidveis discretas ndo ha ambiguidade e o valor da verossimilhanca

é a probabilidade do valor observado, isto é,
L@ |z) =Py(X =x) (4)

em que o subscrito enfatiza que a distribuicdo depende do parametro 6.

Para os modelos continuos a probabilidade de um conjunto de valores x é nula. No
entanto, na prética varidveis continuas sdo medidas com um certo grau de precisdo no
intervalo z1; < z; < x9;. Assim, a verossimilhanca é dada por

L(O | iB):P9<JZ11 <X1 ngl,...,xln <Xn§1'2n)- (5)

Note que essa definicdo é bem geral e considera diversas situa¢des, por exemplo
quando os dados sdo censurados. Vamos supor que as variaveis aleatérias X, ..., X,

sdo independentes, entdo a verossimilhanca é

i=1 =1 YTl
Se o grau de precisdo das observagdes é alto em relagdo a variabilidade dos dados,

entdo a verossimilhanca pode ser aproximada por

n

L@ |z) ~ ] fx(t: | 6). (7)
i=1
A expressao (7) é a mais difundida na literatura para se referir a verossimilhanca
de modelos continuos. No entanto, temos que ter em mente que tal expressdo é vélida
somente quando as observagoes forem medidas com alto grau de precisédo.
Podemos dizer que a func¢do verossimilhanca informa a ordem natural de preferén-
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cia entre as diversas possibilidades de 8. Assim, se o objetivo é estimar o verdadeiro
valor de 6, sob o paradigma da verossimilhanga, o valor mais plausivel para 8 é aquele

de maior verossimilhanca.

Definigao 3.8. Dada a fungdo de verossimilhanca L(@ | x) para determinada amostra

observada x. A estimativa de maxima verossimilhanca de @ é dada por

6 = arg {Sup L(6 | w)} : (8)
0co

Quando a verossimilhanga é duplamente diferencidvel em relagdo a 8 é comum

trabalharmos com o logaritmo natural, ou seja, a fung¢do log-verossimilhanca /(6 | x).

Uma vez que o log é uma funcdo estritamente crescente, ambas as fungoes L(6 | x) e
{(0 | ) levam ao mesmo ponto de maximo.

Em particular, quando a log-verossimilhanga é uma funcdo concava a estimativa de

maxima verossimilhanca pode ser obtida resolvendo o sistema de equagdes

9

= =1,...,p.
G012 =0 =1y §)

Lembremos que uma fung¢do concava possui uma propriedade interessante que
seus pontos criticos sdo maximo globais. Em outras situa¢des, podemos verificar se
((6 | x) é localmente concava no ponto estaciondrio, ou seja, se a matriz de segundas

derivadas
82

H(0) = 5= l(0 | @) (10)

é negativa definida em 6.

Em geral, as estimativas de mdxima verossimilhan¢a ndo possuem forma analitica
sendo assim, necessdrio procedimentos computacionais de maximizagado. Isso nos leva
a impossibilidade de obter a distribui¢do exata dos estimadores de méaxima verossimi-
lhanca.

e Distribuicado assintética dos EMVs
e Propriedade da invariancia
e Propriedades assintéticas

e Método delta
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4 Estimacao Intervalar

A segunda forma de realizar inferéncia sobre o fendmeno, considerando a classe
dos modelos paramétrico, é determinando um intervalo ou regido de confianga para
o parametro ou vetor de parametros, respectivamente. As defini¢des e conceitos apre-

sentados sdo para o caso em que ¢ € um escalar.

Definigao 4.1. Sejam L(X) e U(X) duas estatisticas tais que L(x) < U(x) Vo € X.
Entao [L(X); U(X)] é um estimador intervalar para 6.

Importante notar L(X) e U(X) sdo varidveis aleatérias. Assim, surge a seguinte
definicao.

Definigao 4.2. Seja [L(X); U(X)] um estimador intervalar para ¢. Entao, a probabilidade

de cobertura é definida como sendo
Py (0 € [L(X);UX)]) =P € [L(X);UX)]|0) =PL(X)<0<UX)|0),

isto é, a probabilidade do intervalo aleatério [L(X);U(X)] abranger o verdadeiro valor
de 6.

Uma vez que ndo conhecemos o verdadeiro valor do parametro entdo faremos de-
claracoes sobre o intervalo aleatéria com um certo nivel de confianca v = 1 — a.. Dai

surge o termo intervalo de confianga.

Definigao 4.3. Seja [L(X);U(X)] um estimador intervalar para 6, entao seu coeficiente
de confianga é dado por
3=t Py (0 € [LX):U(X)).

O método mais usual para encontrar um intervalo de confianca exato para um pa-
rametro é baseado em estatisticas que dependem do parametro de interesse, porém

sua distribui¢do ndo depende.

Defini¢ao 4.4. A variavel aleatéria Q(X, 6) é uma quantidade pivotal se sua distribuigao

independe do parametro 6.

Dessa forma, temos um método genérico para construgdo de intervalo de confianca

baseado em uma quantidade pivotal.

Defini¢ao 4.5. Seja @ = Q(X, ) uma quantidade pivotal para 6. Dado um coeficiente de
confianga v € (0,1) tal que P(q1 < Q < ¢2) = . Se existirem estatisticas L(X) e U(X)
que satisfazem

0 <QX,0)<q = LX)<0<UX)

entao [L(X);U(X)] é um estimador intervalar para 6 com coeficiente de confianga .
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5 Teste de Hipotese

A terceira e tltima forma, discutida neste curso, para realizar inferéncia sobre um
fendmeno é conjecturando sobre a classe de distribuicdo de probabilidade que governa
o mecanismo gerados dos dados por meio de hipéteses estatistica que especificam
completamente ou parcialmente a distribuicao.

Definigao 5.1. Uma hipdtese estatistica é qualquer afirmacao acerca da distribuicao de

probabilidade de uma ou mais variaveis aleatérias.

A definicdo acima é bastante genérica e engloba casos da inferéncia ndo paramé-
trica, isto é, quando assumimos que o fendmeno de interesse pode ser especificado por
modelos ndo paramétricos. Entretanto, neste curso assumimos que a amostra aleatéria
X = (Xy,...,X,) de uma distribui¢do Fy com 6 € ©, sendo que a forma funcional de

Fy é conhecido exceto pelo valor do pardmetro 6, que em geral é desconhecido.

Definicao 5.2. Uma hipdtese estatistica paramétrica é qualquer afirmagao sobre o para-

metro desconhecido 6.

A hipétese nula é especificado por H, : § € Oy C O, ao passo que, a hipdtese alter-
nativa é H; : 0 € ©; C O, sendo as hipdteses disjuntas. Em outras palavras, qualquer
teste de hipotese divide o espago paramétrico em duas regides complementares.

Definigao 5.3. Se O (O1) contém apenas um ponto, entao Hy (#H;) é uma hipdtese simples,

caso contrario é uma hipétese composta.

Observe que se a hipotese é simples, entdo a distribui¢do de probabilidade é com-
pletamente especificada. Enquanto que, se a hipétese é composta a familia de distri-
buicao é especificada.

Definigao 5.4. Seja X ~ Fy com 6 € ©. Um subconjunto C' € R" tal que se € C, entao

H, é rejeitada com probabilidade 1 é denominado regido de critica (rejeigao).
Definigao 5.5. Qualquer funcao ¢ definida em R™ — [0, 1] é uma fungao teste.

Alguns exemplos de funcao teste sdo: p(x) = 1 para todo x € R" e p(x) = 0 para
todox ¢ R", ou p(x) = a paratodox € R”,em que 0 < a < 1.

A teoria classica do teste de hipotese foi desenvolvida por Jerzy Neyman e Egon
Pearson nos anos de 1920. Nesta teoria um teste de hip6tese é completamente especifi-
cado pela fungdo poder 5(6) que fornece a probabilidade do teste rejeitar #, para cada
valor de f € ©.

Definigao 5.6. Seja ¢ a funcao teste e C' € R™ a regiao de critica do teste, entao a fungao
poder é dada por
5,(0) = Eap(X) = P(X € C |0), 0e®.
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Importante mencionar que alguns autores definem a fun¢do poder somente para
¢ € ©,. Se a distribuicdo dos dados sob a hipétese nula é conhecida pode-se determinar
a regido critica, sob H,, tal que a probabilidade de rejeita-la ndo exceda uma valor pré-

estabelecido.

Definigao 5.7. O nivel de significancia de um teste é dado por

sup 5(0) < a. (11)
[AS(S])

Defini¢ao 5.8. O tamanho de um teste é dado por

sup B(0) = «a.
0€60
Em um teste de hipdtese dois tipos de erros podem ser cometidos. Ao rejeitar a
hipétese nula quando ela é verdadeira comete-se o Erro do Tipo I. Note que o nivel de
significancia do teste expressa que a probabilidade do Erro do Tipo I nunca excede a.
Por outro lado, a ndo rejeicdo da hipotese nula quando ela é falsa é denominado de
Erro do Tipo IL
Virias regides criticas satisfazem a Equagdo (11). Qual delas é preferivel? Este é
um problema crucial na teoria dos testes de hip6teses. Na teoria cldssica de Neyman-
Pearson o nivel de significancia « é fixado e entdo o poder do teste é maximizado. Isso

nos leva na seguinte definigao.
Definicao 5.9. Seja @, a classe de testes de nivel a para testar Hy : 0 € Oy versus
Hy: 0 € ©1. Unm teste ¢g é denominado de Uniformemente Mais Poderoso (UMP) se

ﬁ¢0(9> Z 590(9> V(p € éa; ve € ®1

em que [,(6) é a funcao poder do teste .
Se a hipotese alternativa é simples, ou seja, se ©; é um tnico valor, entao o teste que

satisfaz tais condicoes é denominado de Teste Mais Poderoso

Teorema 5.1. Considere testar as hipoteses Hy : 0 = 6y versus Hy : 0 = 61 com regiao

critica definida por

xeR" se L(0; | x) > kL | x)
x ¢ R" se L(0; | x) < kL(O | x)

ou equivalentemente, suponha que a funcao teste € dada por

1 se L0y | @) > kL(6o | @)
p(x) = (12)
0 se L(91 | iB) < kL(&Q ’ 33)
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em que a constante k > 0 € determinada de tal forma que

Egyp(X) = . (13)
Qualquer teste satisfazendo (12) e (13) € um teste MP de nivel c.

O Teorema enunciado acima é conhecido na literatura por Lema de Neyman-Pearson.
Para encontrar um teste UMP utilizando o Lema de Neyman Pearson quando a hip¢6-
tese alternativa é composta basta (i) reescrever a hip6tese alternativa em termos de uma
hipétese simples, (ii) invocar o Lema de Neyman para provar que existe um teste MP
e por fim, (iii) verificar se a regido critica obtida vale para qualquer valor do parametro
especificado pela hipétese alternativa.

Definigao 5.10. Uma familia de distribui¢ées {f(z | ) : 0 € ©} tem Razao de Verossimi-
lhangas Mondtona (RVM) em ¢(x) se para 6 > 0,

é uma fungao nao decrescente (nao crescente) em t(x).

Defini¢ao 5.11. Suponha que {f(x | ) : § € O} denota a familia exponencial com
densidade dada por

f(x [ 0) = h(z) exp{c(0)t(x) + d(6)} La(x)

e ¢(f) é uma fungao nao decrescente (nao crescente) entao f(x | #) tem RVM nao decres-

cente (nao crescente) em ¢(x).

Com base na definicdo de razdo de verossimilhangas monétona Karlin e Rubin em

1956 enunciaram um teorema que permite genericamente encontrar um teste UMP.

Teorema 5.2. Considere testar as hipdtese Ho : 0 = Oy versus Hq : 0 > 6y. Suponha que
a familia de distribuicao {f(x | 0) : 0 € ©} tem RMYV nao decrescente em t(x). Entao a
funcao teste

1 set(x)>c

() = (14)
0 set(x)<c

corresponde ao teste UMP de nivel o, em que o valor de ¢ € determinado por Eg,p(X) = .
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